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A.6 Erginzung zum Beweis von Proposition 3.1.8



Einleitung

In dieser Arbeit fithren wir Betrachtungen zur Zwei-Cluster-Zerlegung eines drei-
atomigen Molekiils durch.

Angeregt wurde diese Arbeit durch den Artikel von Klein, Martinez und Wang
[KMW] (1993), in welchem fiir ein zwei-atomiges Molekiil die mathematische Fun-
dierung der Born-Oppenheimer-Approximation einer Zwei-Cluster-Zerlegung bewie-
sen wird.

In Anlehnung an diesen Artikel betrachten wir den Schrodinger-Operator P, der
aus dem Energieoperator eines Molekiils mit 3 Kernen und N Elektronen,

. 1 1 1 N3y
Be = — Dy~ Ay — D — Y S0+ > Vi€ — &
3 2m1 1 2m2 &2 2m3 &3 — 2 & + ~ Z](gZ {7)

durch Abspalten der Schwerpunktsbewegung hervorgeht.

Dabei bezeichnen &1,& und &3 (beziehungsweise mi,my und m3) die Positionen
(beziehungsweise die Massen) der drei Kerne im Ortsraum R", die &;, ¢ > 4, sind die
Positionen der Elektronen. Die Einheiten sind derart gewéhlt, daf die Elektronen-
massen und das Plancksche Wirkungsquantum # gleich 1 sind.

In dieser Arbeit sind die Wechselwirkungspotentiale V;; : R" — R ausnahmslos
glatte Funktionen, die inklusive ihrer partiellen Ableitungen beschrinkt sind und
im Unendlichen verschwinden. Unter dieser Voraussetzung 148t sich zeigen, dai P
selbstadjungiert ist auf D(P) = H2(R"™*2)) und wesentlich selbstadjungiert auf
S(RH(N+2)).

Wir wihlen eine feste Clusterzerlegung C' = (C1, C2) von {1,..., N+3}, bei der dem
Cluster C; der Kern 1 sowie n; Elektronen angehoéren sollen. Entsprechend befinden
sich in Cy die Kerne 2 und 3 sowie die restlichen no = N — n; Elektronen.

Mit M; und M5 bezeichnen wir die Massen der Cluster und definieren

h? = (M%JFM%)



Indem wir davon ausgehen, daf} die Elektronenmasse klein gegeniiber den Kernmas-
sen ist und diese jeweils von gleicher Ordnung sind, ist es naheliegend, den Parameter
h als kleine Grofle zu betrachten.

Wir werden im Verlauf der Arbeit sehen, daf} sich der effektive Schrédinger-Operator
P in der Form

P = —Rh?’A,+P°+1,
zerlegen lafit.

Dabei ist  der Abstand der beiden Cluster, und —h%A, beschreibt daher die kine-
tische Energie deren Relativbewegung. P€ ist der Operator der internen Energie der
beiden getrennten Cluster und

LE) = ). Vy-¢&)

1€C1,j€C2

ist das Interclusterpotential, welches die Wechselwirkung zwischen den Clustern be-
schreibt.

Die explizite Darstellung von I. héngt entscheidend von der Wahl der Koordinaten
ab. Unsere Koordinaten (z, ) € R" x R*™*Y gind so gewiihlt, daB die Abhiingigkeit
des Interclusterpotentials von der einfachen Form

Lmg) = Y Vi(*o+Ly@) +Ia)
1€C1,j€Ca

ist. Dabei sind L;; und Ly, lineare Abbildungen von R™¥*Y nach R", und es ist
|Ln|l = O(R?).

Weiter definieren wir den elektronischen Operator
Py = P+,

von dem wir zeigen, daf} er sich als direktes Integral iiber die Variable £ mit den Fa-
sern Pp(z) = P°+I.(x,-) schreiben ldft. Dieses entspricht dem Vorgehen in [KMW].

AnschlieBend sehen wir, da8 die Resolvente R¢(z) = (¢ — Py(z))™" differenzierbar
vom Parameter x abhingt. Weiter beweisen wir, dafl die Ableitungen der Resolvente
die Gestalt

(05 Re)(x)
o]

= > D e Re(@) (00 L) (@) Re () (0 I) () Re () - .. Re(2) (83 Ie) (x) Re ()

=1 n+-Fr=a
n
07&71}€N0



haben.

AuBerdem weisen wir nach, da8 die R¢(z) im starken Sinn gegen den Operator
(¢ — P¢)~! konvergieren fiir |x| — oo, was zur Folge hat, daB die Elemente aus dem
Spektrum von P¢ Grenzwerte von Elementen aus den Spektren der P(x) sind.

Wir fixieren dann einen Eigenwert Fy von P¢. Ej liege im diskreten Spektrum von
P¢ und habe die Vielfachheit . Wir nehmen an, daf es genau m Kurven von Eigen-
werten von Py (z), A1(x),..., Am(z), die entsprechend ihrer Vielfachheit aufgefiihrt
sind, gibt, die gegen Ey konvergieren fiir |z| — oo.

Mit ITp und II(z) bezeichnen wir die Projektionen auf die entsprechenden Eigenrdume.
Als unser Hauptresultat kénnen wir zeigen, dafl unter der Voraussetzung
0°V ()| < daln)~"71%, (@ € N§, 7 € R™), gilt,

193 (M(z) — o)l = O({z)~"~1))

Die Idee des Beweises geht dabei auf die Doktorarbeit von Thierry Jecko zuriick,
der diese Aussage sogar mit einer Uniformitit im Parameter h beweist. Der dortige
Beweis ist allerdings nicht ganz korrekt und mufite ein wenig modifiziert werden.
Der entscheidende Hinweis wurde aber auch hier von Thierry Jecko gegeben.

Dieses Ergebnis wird unter anderem dazu gebraucht, den adiabatischen und den
nicht-adiabatischen Anteil von P sinnvoll zu definieren. Indem wir mit IT und I
jene Projektionen im Raum LQ(R”(N +2)) bezeichnen, die durch die Wirkung von

II(z),IIp im Raum LQ(Rg(NH)) induziert werden, definieren wir
PAD —11pPTI, QAP =TIPII (II=1-1I).

Wir kénnen schliefllich zeigen, daf beide Operatoren auf D(P) selbstadjungiert sind
und wesentlich selbstadjungiert auf S(R™V+2)).

Beim Beweis des Hauptresultates machen wir unter anderem Gebrauch von
()05, (Pu(x) + Q)10 ()" € BIL*R"MH))  (r >0, z € R")

Teile dieser Aussage finden sich zwar auch in [RS4] (Lemma 1, S.172), aber der
Beweis ist nur unvollstandig. Wir zeigen die obige Aussage detailliert im Anhang.



Kapitel 1

Grundlagen

Im ersten Teil dieses Kapitels fithren wir die von uns benutzten Bezeichnungen ein.

Der zeite Abschnitt beschéiftigt sich mit der Koordinatenwahl, mit welcher wir die
Zwei-Cluster-Zerlegung beschreiben. Wir definieren den Clusteroperator P¢ und den
elektronischen Operator P,;, von dem wir zeigen, daf} er eine direkte Integralzerle-
gung gestattet.

1.1 Bezeichnungen

Es seien n, N € N. Wir betrachten ein Molekiil, das aus 3 Kernen und N Elektro-
nen, insgesamt also N := N + 3 Teilchen, besteht, die jeweils aus einem Ortsraum
R™ stammen. Der Zustand des Molekiils wird in der Quantenmechanik beschrieben

durch Funktionen ¢ des Hilbertraumes #!! := L2 (R”N )

Die Massen und Koordinaten bezeichnen wir mit m; und &; fir ¢ = 1,... ,N . Es
sind dabei &1, &€ und €3 die Koordinaten der drei Kerne und entsprechend my, mo
und mg3 deren (grofle) Massen. Wir betrachten lediglich die elektrische Wechselwir-
kung und wéhlen die Einheiten so, dafl das Planck,sche Wirkungsquantum 7 und
die Elektronenmassen gleich 1 sind.

Die Energieobservable des Systems wird dann beschrieben durch den Schrodinger-
Operator

pfz_ZQLWA&w(&), E= (&, nbq) (1.1)

=1



Dabei ist

il 1
Py = =) A 1.2
60 2 o D6 (1.2)
=1
der Operator der freien Bewegung.

Das Potential V ist eine Summe von 2-Teilchen-Potentialen’ Vij : R - R und
hat die Form

VEe) = ) Vghi-&) . (1.3)

1<i<j<N

Um das Aufbrechen des Molekiils in zwei Cluster zu beschreiben, fithren wir folgende
Zerlegung ein. Der erste Cluster bestehe aus dem ersten Kern zusammen mit n
Elektronen, der zweite Cluster aus den Kernen zwei und drei sowie den verbliebenen
ng := N — ny Elektronen. Wir schreiben fiir diese Zerlegung C' = (C1,C3) und
verwenden dabei die folgenden Bezeichnungen.

Cy = (Lila S ,inl)
C, = C 1
L= Gy (1.4
02 = (2a3a.717"'a.7n2)
Cy = (C2\{2,3},
mit 41 <9 < ... <ip, und j; < jo < ... < Jp, SOWie
{il""aim}U{jla---ajnz} = {47""N}a
{7;1,"'ain1}n{j1,"'ajn2} = (b
Weiter vereinbaren wir die Abkiirzungen
i~e] & 4, j sind im gleichen Cluster (1.5)

i%.j & 1, 7 sind nicht im gleichen Cluster

Fiir die Gesamtmasse M des Molekiils und die Clustermassen M; und M, ergeben
sich

N
M = Zmi,
=1
Ml = Zmi,

1€Ch

M2 = Zmz

1€Co

In dieser Arbeit identifizieren wir jeweils die Funktionen mit denen von ihnen erzeugten Multi-
plikationsoperatoren
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Wir definieren

h2._ L_I_i k& (16)
T M, Ms ' )

Da die Elektronenmassen klein sind im Vergleich zur Masse der Kerne, kann man h
in natiirlicher Weise als kleinen Parameter betrachten.



1.2 Kinematik

Die folgende Skizze soll unsere Koordinatenwahl illustrieren.

11

Schwerpunkt des ersten Clusters
\

\

Schwerpunkt des zweiten Clusters

~

~ — —_Gesamtschwerpunkt

Abbildung 1.1: Skizze der Koordinaten
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Um das Aufspalten des Molekiils in zwei Cluster zu beschreiben, ist es wichtig geeig-
nete Koordinaten zu verwenden. Geeignet sind die Koordinaten fiir uns dann, wenn
sich die Schwerpunktsbewegung abspalten 148t, der Abstand der beiden Cluster als
neue Koordinate auftritt und die Abhingigkeit vom Parameter A nicht zu kompli-
ziert wird. Unsere Wahl wird diese Vorstellungen erfiillen.

Im ersten Cluster verwenden wir sogenannte atomische Koordinaten, also die Abstédnde
der Elektronen zum einzigen Kern.

Dagegen messen wir im zweiten Cluster den Abstand der Elektronen zum Schwer-
punkt der beiden Kerne und haben dabei im Hinterkopf, dal dieser wegen der Mas-
senverhéltnisse fast mit dem Schwerpunkt des Clusters iibereinstimmt. Als weitere
interne Gréfle tritt hier der Kernabstand auf.

Wir merken an, dafl man ebenfalls geclusterte Jacobi-Koordinaten hitte verwen-
den konnen, wie sie in [RA] (S.22 ff) benutzt werden, aber dann die h-Abhéngigeit
in den Potentialen komplizierter geworden wére.

Wir formulieren unsere Koordinatenauswahl in der folgenden Definition.

Definiton 1.2.1 :
Die Koordinatentransformation sei gegeben durch eine lineare Abbildung

A: R — Rre R @ RN,

wobei gilt:
1 & )

s = Mzngz ’

1=1

1 1
1€C1 1€Co
> (1.7)

z = & ;
yi = & —& (i € C),
= G ————(mabs +mts) (i € C)
Yi = Gi o + ms 262 363 2

und Yy = (yila s ayinlayjla o ayjnz) € RnN'
Gelegentlich verwenden wir die Abkiirzung

g o= (y,2) € RPVHD
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Die Abbildung A erzeugt gemifl U(A) o ¢ := ¢ o A7L (¢ € H'"!) eine unitire
Transformation des Zustandsraumes

U4): 1" — L (RD) © I* (RY) ® L* (Rp{M 1)
=: H,s ® Hw ® HC)

und die Energieobservable wird dann durch den Operator

P = U(A)oPoU(A™) (1.8)
beschrieben.

Mit H; bezeichnen wir den Hilbertraum, in welchem die Relativbewegung der bei-
den Cluster beschrieben wird. H, ist der Hilbertraum der Zustinde der getrennten
Cluster, dessen Elemente quadratintegrierbaren Funktionen sind, die alleine von den
clusterinternen Koordinaten y und z abhdngen. Man kann diesen Raum weiter zer-
legen gemiB H, = H¢, @ He,, wie es bei [RA] gemacht wird. In dieser Arbeit machen
wir davon allerdings keinen Gebrauch.

Im folgenden leiten wir die Darstellung von 155 in den Koordinaten (s, z,y, z) her,
die schliefllich in Korollar 1.2.5 gegeben wird.

Wir beginnen hierzu mit der folgenden Proposition, die die Transformation des Ope-
rators der freien Bewegung beschreibt.

Proposition 1.2.2 (Transformation der freien Bewegung) :
Fir die lineare Transformation A ist

1

U(A)oPygoU(A™) = — o~ h?A, + P§ (1.9)
mait
P = PO 4P )
POCl = = Z 1Ay' - L(2: Vy')2
2 2 :
ie€Cy m ieCy £1.10)
1 1 1 1 1
P02 — Y - A _ —A o (— L ' 2
0 (2m2 + 2m3) z Z 9 Yi (2m2 + 2m3)(z Vyl)
1€Cy 1€Co )
Beweis:

Fiir den Beweis, der eher technischer Natur ist, verweisen wir auf den Anhang (siehe
Proposition A.1.1). [ |
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Zur Transformation des Potentials betrachten wir die Identitit
U)oV oUA™)) ¢(n) = [vU(AT)e|(4™)
= V(A 'n)¢(AA™'n)
(VoA ™) ¢(n) (neR™)

Danach hat das Potential in den neuen Koordinaten die Gestalt V o A~L.

Wir werden an dieser Stelle aber nicht die Inverse von A ausrechnen, sondern die in
den einzelnen V;; auftretenden Teilchenabsténde & — ¢; mittels Vektoraddition aus
den neuen Koordinaten (s, z,y, z) berechnen.

Zum besseren Verstindnis empfiehlt sich noch einmal ein Blick auf Abbildung 1.1.

Es seien S und S5 die Schwerpunkte der beiden Cluster.
Mit f; und fo messen wir den Abstand der Clusterschwerpunkte zum jeweiligen
Schwerpunkt der groflen Massen des Clusters,

fi = S51-&

1
fo == Sy— T (maéa + m3&3)

Diese beiden Groflen werden im transformierten Potential auftreten und lassen sich
recht einfach durch y und z ausdriicken, was wir im nichsten Lemma separat for-
muliert haben:

Lemma 1.2.3 :
Mit obigen Bezeichnungen ist

fi = m—lzyz,
€1 (1.11)

f2 = Zyz

z602

Beweis:
Wir beweisen die Behauptung nur fiir fo, denn der Beweis fiir fi verlduft entspre-
chend.

Es ist
f2 = ﬁ Z e (m2§2 + ms&s)
< 2
1 m;
= % Z Z ﬁ (ma&s + m3&s)
o Mrigme
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= Miz Z mi (g,- — m (ma&o + m3§3))

; (maé2 + m3§3)>

7

+ — <m2§2 +m3€s — (m2 +m3)

~~

=0

mo +m

1

iEC"z

wobei wir beim Ubergang zur letzten Zeile verwenden, daB die Elektronenmassen
gleich 1 gesetzt worden waren. |

Bereits die Anschauung suggeriert, dafl der Schwerpunkt der grofen Massen nahe
beim Schwerpunkt des Clusters liegt, da man die Elektronenmassen gegeniiber der
Kernmasse fast vernachléssigen kann. Dieses kommt in obigem Lemma quantitativ
zum Ausdruck, denn wie man sieht, sind diese Abstéinde von der Ordnung O(h?).

Die Berechnung der §; — §; fithren wir exemplarisch fiir zwei Elektronen und zwei
Kerne aus verschiedenen Clustern durch. Die anderen Teilchenabstéinde ergeben sich,
meist noch einfacher, durch analoge Rechnungen.

Es ist fiir & € C1, &5 € Cy

& —§& = (& — &)+ (& — S1) + (81— S2)
+(S2 — TM%TI’L:), (maéa + m3&3)) + (m2+m3 (m2&2 +m3&3) — &)
= y—fitxz+fo—y

1 1
= x+yi_yj_m_12yi+ﬁ22yi’
iEC'l iGCz

fiir &1 und & ergibt sich

§1—& = (& —81)+(S1—82)+(S2 - m%mg (ma2 + m3é3))
+(m2+m3 (maba + m3és) — &)
= —fitz+f2— T2,

mo + mg
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Damit gelangen wir zur Darstellung des Potentials in den neuen Koordinaten.

Proposition 1.2.4 :
Mit den Bezeichnungen dieses Kapitels gilt

U(A)oVo U(A_l) = I +I?+1,
Dabei sind 2

I“‘“(y,z) = Zvlz'(_yi)+ Z Vii(yi — y3) )

e i,j€C1
1<J
() = 3. [sz(mﬁms )+ Vil 2 — )]
zEC‘z
+ Z ‘/’L‘] y] +V23( )
1]66’2
i<j

L(z,y,2) = Y Vilz—yi—fi+ f)

ZEC'2
> (1.12)
+ Y Va(—z+zmz—yi+ f1— f2)
ieCy
+> Vai(—z -2z —yi+ fi — fo)
zEC‘l
+ Y Vilmtyi-yi— fit+fo)
’LECI ]ECQ
i<j
+ > Vil—z+yi—yi+hi—f)
zECz ]EC’l
1<j
+Vls($+m2+m32—f1+f2) )

Zu diesem Ergebnis machen wir noch einige Anmerkungen.

Man sieht, dafl der Gesamtschwerpunkt s nicht mehr auftritt. Dieses war auch nicht
zu erwarten, da die Wechselwirkung nur von der relativen Lage zweier Teilchen
abhingt.

Entsprechend der obigen Darstellung 148t sich das Potential aufspalten in die zwei
Anteile I¢ := I°* + [°2 und I..

In I¢, dem sogenannten Intraclusterpotential, sind alle clusterinternen Wechselwir-
kungen zusammengefafit. Es hdngt nur von (y,z) € H. ab und ist deswegen eine

2Wir definieren hier I°, I° als Funktionen in R*¥+V| I, als Funktion in R*V*?)_ Keine dieser
Funktionen hingt ndmlich vom Schwerpunkt s ab, I°* und I°? sind iiberdies unabhingig vom
Interclusterabstand x. Fiir das transformierte Potential miifiten wir dann ganz prézise eigentlich
schreiben 15 ® 1, ® (I°* 4 I°?) 4+ 15 ® I, wobei 15 und 1, die Identitat in L?(R%) beziehungsweise
L?(R?) bezeichnen.
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reellwertige Funktion auf R*N+1),

I. heifit Interclusterpotential und umfaflt alle Wechselwirkungen von Teilchen aus
verschiedenen Clustern und enthilt den Interclusterabstand z als Parameter. Als
Funktion ist I, deswegen auf RN +2) definiert.

Wie man sieht, existieren lineare Abbildungen L;; € B (R”(N +1);R") mit der
Eigenschaft

L) = Y w-j( +g +Lz-j) . (1.13)
itel
1<g
Ein genauerer Blick zeigt, dafl die Abhingigkeit vom Parameter h von einfacher
Gestalt ist, denn genauso kann man mit lineraren Abbildungen

LijeB (R"(N+1); R”) und L, € B (RgN; R") schreiben,

L@) = Y Vi 2+ Ly() +Ia(), (1.14)
itbes
i<J
wobei jeweils das Pluszeichen vor dem z fiir 4 € C'; und das Minuszeichen fiir : € Cs
gelten. Weiter ist L, = +(f1 — f2), und deswegen || Ly || = O(h?).
Insbesondere von der ersten Darstellung werden wir in kiinftigen Abschétzungen
noch mehrfach Gebrauch machen.

In der Folge wird es unter anderem um die Wirkung des Interclusterpotentiales
bei festem z auf Funktionen ¢ € H. gehen. Wir schreiben dann héufig kiirzer

Den Schrédinger-Operator der Energie erhalten wir, indem wir die Ergebnisse aus
den Propositionen 1.2.2 und 1.2.4 zusammenfassen:

Korollar 1.2.5 (Transformation des Schrédinger-Operators) :
In den Koordinaten (s,x,y,z) hat der Energieoperator die Gestalt

. 1
U(A)oPoU(A™!) = —WAS—hQAw+P§+IC+Ic : (1.15)

Entsprechend der Zerlegung des Zustandsraumes H'' = H, ® H, @ H. erkennt man
die einzelnen Anteile des Operators.

—ﬁAs beschreibt die freie Bewegung des Gesamtschwerpunktes, —h?A, steht fiir
die Relativbewegung der beiden Cluster, und im verbleibenden Anteil P§ + I + I,
sind die Bewegungen der Teilchen in den Clustern sowie deren elektrische Wechsel-
wirkung zusammengefafit.
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Die freie Bewegung des Molekiils spielt physikalisch keine Rolle, sondern ist lediglich
eine Frage des Bezugssystems. Daher ist es iiblich, diesen Anteil des Schrodinger-
Operators wegzulassen und lediglich den verbleibenden, effektiven Anteil zu unter-
suchen.

Wir fithren dementsprechend die folgenden Abkiirzungen ein.

Definiton 1.2.6 :

FEs seien
P = PFj+1I°
P, = P°+1, (1.16)
P = —h2A$ + Py

P¢ ist der Operator der getrennten Cluster, Py wird elektronischer Operator ge-
nannt.
P heifit effektiver Schridinger-Operator.

P¢€ beschreibt quantenmechanisch das System der getrennten und nicht wechselwir-
kenden Cluster und wirkt als Differentialoperator auf Funktionen ¢ € #H..

Der neue Grundraum nach dem Abspalten der Schwerpunktsbewegung ist der Hil-
bertraum

H o= He®He %L2<RZ§]ZV+2)), (1.17)

in welchem die Defintionsbereiche von P,; und P liegen.

Die folgende Herangehensweise an den elektronischen Operator, die die Rolle des
Interclusterabstands als Parameter hervorhebt, findet sich ebenso in [CDS], [Je],
[KMW] und [RA] wieder.

Wegen der Isomorphie H =2 L? (H,,dz; H.), dz sei das Lebesgue-MaB in R", kann
man gemdfl [RS4] (Seite 280) #H als ,konstantes direktes Fiberintegral“ mit den
Fasern # . schreiben.

D
Hy = / Hodz . (1.18)
R‘I’L

Niitzlich wird diese Darstellung, weil der elektronische Operator zerlegbar ist, und
man sich bei dessen Untersuchung im wesentlichen mit den Fasern P,;(x) beschéfti-
gen kann.

3In der Literatur ([CS1], [CS2], [CDS]) steht der Ausdruck ,elektronischer Operator® fiir einen
parameterabhéngigen Hamiltonoperator, der alleine die Bewegung der Elektronen in einem Molekiil
bescchreibt. Der Parameter ist dabei der Kernabstand. Hier sind in P.; die Bewegungen aller Teil-

chen zusammengefafit und der Parameter ist der Interclusterabstand. Wegen der Analogie behalten
wir die Bezeichnung elektronischer Operator bei.
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Lemma 1.2.7 :
Der elektronische Operator ist zerlegbar, und es gilt

@D
Py = / Pu(z)dz (1.19)
Rn

mit Py(z) = P°+ I.(x)

Beweis:

Wir folgen beim Beweis der Herangehensweise in [RS4] (Seiten 282 ff.) und fassen
dementsprechend L™ (H,,dz; C) als jene Teilalgebra von L (H,,dz; B(H.)) auf,
deren Fasern ein Vielfaches der Identitdt sind.

Auflerdem setzen wir voraus, daf§ wir fiir P,; einen Definitionsbereich D(P,;) ange-
ben kénnen, auf dem dieser Operator selbstadjungiert ist*.

Wir wollen [RS4], Theorem XIII.84, anwenden und zeigen zunéchst, da§ der
Operator P, mit allen f € L*® (H,,dz; C) kommutiert.

Es seien dazu ¢ € D(P,;) und z € R". Wir erhalten

(Pafd) (@) = FPsf()d(a, )+ (I°+ 1) f(2) d(=,)
~—~ —~—
eC eC
Y f@)Psd(z,) + f(z) (I + I(2)) $(z, )

= (fPel¢) (CL',-),

wobei (1) gilt, weil in P§ nur nach den Variablen y, z und nicht nach z differenziert
wird, und deshalb Fy§ mit der allein von z abhingigen, komplexwertigen Funktion
f(z) vertauscht. Die Potentiale I¢ beziehungsweise I (z) vertauschen als Multipli-
kationsoperatoren ohnehin mit f(z).

Damit ist gezeigt, dafl P, und f miteinander vertauschen, und dasgleiche gilt dann
auch fiir (Py +i)~! und f.

Auf diese beiden Operatoren wenden wir nun Theorem XIII.84 an und erkennen,
daB der Operator (P,; +14)~! zerlegbar ist. Dann liefert uns [RS4], Theorem XIII.85,
auch die Zerlegbarkeit von P,;.

Die Gestalt der einzelnen Fasern Pj(xz) ist offensichtlich. [ |

Wir merken an, daf} die Integraldarstellung lediglich eine andere Schreibweise fiir

(Pug)@,9,2) = [Pal@)pla,)|@:2) (¢ € D(Pu))

ist.

“Wir werden im nichsten Kapitel einen geeigneten Definitionsbereich angeben



Kapitel 2

Eigenschaften des
elektronischen Operators

In diesem Kapitel werden wir zeigen, daf§ die Operatoren P¢, P,; und P (z), die
wir zuvor nur formal betrachtet haben, geeignete selbstadjungierte Realisierungen
besitzen.

Dieser Nachweis geschieht im ersten Abschnitt, in welchem wir dazu die Eigenschaf-
ten der Potentiale festsetzen werden. Auflerdem bringen wir hier Aussagen iiber die
Spektren der genannten Operatoren.

Im zweiten Abschnitt beschéftigen wir uns mit den Operatoren P (z) und P¢ in
H., deren Zusammenhang und Eigenschaften wir iiber die Resolvente beschreiben.

2.1 Zugelassene Potentiale und Definitionsbereiche der
Operatoren

Der Vollstindigkeit wegen geben wir die von uns verwendeten Bezeichnungen der
verschiedenen Teile des Spektrums an und wiederholen die Definition des Sobo-
levraumes zweiter Stufe.

Definiton 2.1.1 :
Fiir einen abgeschlossenen Operator A : D(A) — H in einem Hilbertraum H sei

o(4) = {x | (A-X1¢BH)}
odgisc(A) = {X | Xist Eigenwert endlicher Multiplizitat von A}
Oess(A) = o(A)\ 04isc(4)

p(4) = C\o(4)

20
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Definiton 2.1.2 :
Fir m € N heifit
H*(R™) = {feL*R™)|D*feL*(R™) (a €N, |o] <2)}

der Sobolevraum zweiter Stufe.

Wir lassen in dieser Arbeit lediglich glatte Potentiale zu, so dafl zum Beispiel die
Coulombwechselwirkung nicht zugelassen ist und definieren dafiir die Funktionen-
klasse D,,.

Definiton 2.1.3 :
Wir setzen

) =1+, (meR, nem

Fiir p > 0 sei D, C Abb(R"; R) gegeben durch

V € C®°(R"; R),

NN N v <dam oo

aENg do>0 neRn

VeD, &

Als generelle Voraussetzung in dieser Arbeit sollen alle Potentiale V;; fiir 1 < 4,5 < N
aus einer solchen Menge D, stammen.

Voraussetzung 2.1.4 :
Es gelte

V /\ Vij €D,

p>0 1<i<j<N

Fiir diese Aussage schreiben wir in Zukunft kurz (D,).

Wir bemerken, daf alle Aussagen dieser Arbeit unter der Voraussetzung (D,) bewie-
sen werden. Um spiter die Existenz von Wellenoperatoren nachzuweisen mufl man
allerdings kurzreichweitige Potentiale voraussetzen. Es muff dann (D,) mit einem
p > 1 gelten (siehe hierzu [KMW], Theorem 2.3).

Bevor wir zu den Definitionsbereichen und spektralen Eigenschaften der Operatoren
P¢, P,; und P kommen, betrachten wir den Operator Fj.

Dieser Operator beschreibt alleine die kinetische Energie der Teilchen in beiden Clu-
stern, so dal die Aussage des folgenden Lemmas nicht {iberraschend ist.
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Lemma 2.1.5 :

Der Operator Py ist selbstadjungiert auf HQ(R”(N‘H)) und wesentlich selbstadjun-
giert auf S(RMN 1),

Weiter gilt

0(Py) = 0ess(Ps) = [0,00] . (2.1)
Beweis:
Der Beweis wird ausfithrlich im Anhang gegeben. Man findet die Aussage in der
Proposition A.2.1. |

Unter der Voraussetzung (D)) sind das Intraclusterpotential /¢ und das Intercluster-
potential I, insbesondere beschriinkte Funktionen auf R™" beziehungsweise RMN+1)
im Sinne der Supremumsnorm. Es existieren also positive, reelle Zahlen ¥¢, ¥.(z)
derart, daf}

sup I”(y,z)‘ < 3
(y,z)ERn(N+1)
sup I(2)(y,z)] < Zc(z) (zeR"),

(y Z)ERn(N+1)

und es gilt 3. :=sup R~ Ye(x) < oc.
Da die auftretenden Funktionen auBerdem reellwertig sind, erzeugen I¢ und I.(z)
selbstadjungierte Multipliktionsoperatoren I¢, I.(z) € B (H.).

Durch Anwendung des Kato-Rellich-Theorems (z.B in [RS2], Theorem X.12) ergibt
sich aus dem vorigen Lemma umgehend

Korollar 2.1.6 :
Die Operatoren P¢ und Py(x) sind auf

D(P°) = D(Pu(x)) = H*(Ry"*Y)  (z € R")

z

selbstadjungiert und wesentlich selbstadjungiert auf S (RZgNH)).

Der Operator P ist selbstadjungiert auf D(P) = H2(Rg§iv+2)) und wesentlich selbst-

adjungiert auf S (R:Z(,ZZVH) )-

Fiir die Spektren gilt

U(Pc) g [_an OO[,
0(Py(z)) C [-Ze(z),0[ (z € R™), (2.2)
o(P) C [~ 00]
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Wir merken an, daf} fiir den elektronischen Operator entsprechend der Zerlegung
P, = P¢+ I, und der Beschrinktheit von I.(z) fir z € R" gilt,

D(P;) = L*R") @ H* RN

Wir fahren fort mit einer Aussage iiber die Struktur des wesentlichen Spektrums
von P¢. Da in P¢ keine Wechselwirkungen zwischen den Clustern auftreten, kénnen
sich beide ,frei“ bewegen, und man erwartet intuitiv, dafl das wesentliche Spek-
trum ein Intervall der Form [a, oo ist. Diese Intuition wird durch das HVZ-Theorem
bestéatigt.

Lemma 2.1.7 :

. ¢
Es existiert 3¢,

€ R mit der Figenschaft, dafl

Tess(P?) = [Eessr00[ (2.3)

Beweis:

Wir bereits angesprochen, verwenden wir das HVZ-Theorem (zum Beispiel in [CFKS],
Theorem 3.7), welches genau die obige Aussage liefert.

Die Voraussetzung hierfiir ist, daf die Potentiale V;; relativ kompakt sind zum (n-
dimensionalen) Laplaceoperator (siehe [CFKS], Seite 29).

Um dies einzusehen, bemerken wir, dafi! V;; € L2(R") + L°(R")., da die Vj; stetig
sind und im Unendlichen gegen Null gehen.

Die V;; sind demnach reelle Kato-Potentiale und Theorem 14.9 aus [HiSi] besagt,
daf} sie xrelativ A-kompakt sind. [ |

Zum Abschluf} dieses Kapitels beweisen wir ein Lemma, , welches das Abfallverhalten
der Operatoren (921.)(z)(-)~1*/=7 beziiglich (z) beschreibt. Operatoren dieses Typs
werden beim Beweis von Proposition 3.1.8 eine wichtige Rolle spielen.

Lemma 2.1.8 :
Es gelte (D,). Dann ist

(B2L) (@) ()7 € B(Me)  (a € M),
und es existiert d, > 0 mit der Eigenschaft

|@r@ e, < datmTe (2.4

'Die Notation V € L?*(R") + L®(R"). bedeutet, daB gilt V = Vi 4+ Vo mit Vi € L*(R"),
V2 € L*(R™) und ||V2||ec < € fiir beliebiges € > 0.
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Beweis:

Wie bereits erwahnt, folgt aus (D)) insbesondere die Beschrénktheit von I.(z) ein-
schlieflich aller partiellen Ableitungen in der Supremumsnorm, und weil (-)_|a|_p
durch 1 beschriinkt ist, induziert (82I.)(x){-)~1%/=” jedenfalls einen stetigen Multi-
plikationsoperator in H,.. Damit gilt die erste Behauptung.

Weiter ist gemif Gleichung (1.13) I.(z) eine endliche Summe von Potentialen des
Typs V(+z + L(-)) mit V€ D, und L € B (R”(N'H); R”).
Es reicht daher aus, zu zeigen

|@evycen + ey < datr) T

Zum Beweis benotigen wir die beiden folgenden Ungleichungen, deren Giiltigkeit im
Anhang gezeigt wird? (siehe hierzu die Lemmata A.3.1 und A.3.2).

(m +m2) ™" < 28(m)"P(me)?,  (mi, 10 € RT) (2.5)
/\ (L@) <cf@) (FeR™) (2:6)

Damit erhalten wir
(02V)(Ea + L@)G) 17| 2 da(a+ L(g))~ logg) Tl
(2;) 25d, (£z) 12 -P(L(g))lelte(g)lal-r

(2;‘) c g’éda<x)—\al—p<g)|a|+p<g>—\al—p
= Ja<m>7‘a|7p,

wobei § € R®™™*1 und 2 € R™ beliebig sein diirfen.

Folglich ist

sup |82V (& + L(y,2)((9,2) 19 *| < date) 7 (@ € RY),
(y,2)eR™ Y
so daf wir unmittelbar ||(03V)(z + L(-))(-)_‘O"_F’HB(% : < dg(z)~'*1=° bekommen.
Die zweite Behauptung des Lemmas ist damit ebenfalis bewiesen. |

2.2 [Eigenschaften der Resolvente von P,(z)

Der Operator P, (z) beschreibt das System beider Cluster, wenn deren Schwer-
punkte gerade |z| voneinander entfernt sind, wobei der Parameter z alleine in das

2Zur zweiten Ungleichung ist zu bemerken, da8 auf der linken Seite (-) in R™ gemeint ist, auf
der rechten dagegen in R*V+1),



25

Interclusterpotential eingeht. Da nach (D,) die Potentiale reguldr sind, diirfen wir
erwarten, dafl die Operatorenfamilie {P,(z) | z € R™} ebenfalls differenzierbar vom
Interclusterabstand abhéngt.

Da wir es aber nicht mit beschrinkten Operatoren zu tun haben, wird die analyti-
sche Abhingigkeit iber die Resolvente beschrieben.

Wir benutzen in der Folge die Abkiirzungen R¢(z) := (( — Py(z))™' und R :=

(- P,

Unter den gemachten Voraussetzungen 148t sich die nun folgende Aussage bewei-
sen, welche das analytische Verhalten der R.(-) vollstindig beschreibt.

Proposition 2.2.1 :
Unter der Voraussetzung (D,) gilt fiir ¢ € (,c g~ p(Pa(z))

R() € C°(R%B(M.))
Insbesondere ist die Familie {Py(z) | z € R™} norm-resolventenstetig,

/\ lim
T—>T0
n

ToE

Re(a) = Re(ao) = 0 - (2.7)

Fir o € Ny mit |a| > 0 ezistieren cy,...,, € N mit der Eigenschaft

(9% Re) ()
o

= > D> e Re(@)(0 L) (2) Re (2) (07 1) () Re () - .. Re(2) (93 L) () Re ()

=1 n+--+7=c
0?5%'GN3

(2.8)

Beweis:

Wir skizzieren hier nur kurz den Beweis.

Man weist nach, da8 R () nach allen Variablen beliebig oft partiell differenzierbar
ist. Daf} die dabei auftretenden Differenzenquotienten einen Limes in der Operator-
norm haben, 1a8t sich mit Hilfe des Mittelwertsatzes unter der Voraussetzung (D,)
zeigen. Anhand der Gestalt der Ableitungen sieht man, daf} diese stetig sind.

Die explizite Darstellung der Ableitung wird dann induktiv und mit Hilfe der Leib-
nizregel hergeleitet.

Da beide Herleitungen sehr technischer Natur sind und keine weiteren Einblicke
liefern, verweisen wir auf die detaillierten Beweise im Anhang (siehe die Lemmata
A41, A4.2 und A4.3). [

Wir méchten an dieser Stelle darauf hinweisen, dafl die explizite Darstellung der
Ableitung aus (2.8) beim Beweis der zentralen Proposition 3.1.8 gebraucht wird.
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Als néchstes betrachten wir das asymptotische Verhalten der Operatorenfamilie
{Pa(z) | z € R"}.

Entsprechend der Voraussetzung (D,) geht die Wechselwirkung zwischen zwei Teil-
chen gegen 0, falls ihr Abstand gegen oo geht. Analoges sollte deshalb fiir die Wech-
selwirkung zwischen den Clustern gelten.

Dementsprechend erwarten wir, da§ die Py(z) in irgendeinem Sinn gegen P¢ kon-
vergieren. Diese Vermutung wird nachstehend bestitigt und prazisiert.

Proposition 2.2.2 :
Unter der Voraussetzung (D,) gilt im starken Resolventen-Sinn

lim Py(z) = P°¢ . (2.9)

|z|—o0

Beweis:
Nach Definition der starken Resolventenkonvergenz miissen wir zeigen

tim [((Pae) + )7 = (P +0)7 )|

|z| =00

=0 ($eH, () #0),
wobei §(¢) den Imaginirteil von { bezeichnet.
Nach [RS1](Theorem VIII.19) darf man sich auf den Nachweis von

lim H ((Pel(m) i)l - (P i)_l)cﬁ‘

|z|—o00

L0 (Ber) (2.10)

beschrianken.

Unter Verwendung der sogenannten zweiten Resolventenidentitit (siehe etwa [RS1],
Theorem VIII.2) erhalten wir

(Pa(z) +0)7 = (PO +0)™h = (Pa(z)+i)~" (PC - Pez)(Pc +i)7!
= _(Pel(x) + i)ilIc('T)(Pc + Z.)ila

und es folgt

|[(Pa@) +i)* = (e i) ]9

S (Palz) +9) s He(@) (P +9) " ¢ll,
Wegen der Selbstadjungiertheit der Py (z) ist weiter
[(Pa(z) +1) ) < 1 (z €R"),

so dafl es ausreicht, zu zeigen s — lim ;o Ic(x)(P€ + i) '¢ = 0 fiir ¢ € H..



27

Beachtet man noch die gleichméifiige Beschrinktheit der Operatoren I.(z) in z, so
geniigt der Nachweis dieser Konvergenz auf einem dichten Teilraum, etwa

lim
|z|—o00

(¢ € SRMIHL),

(@) (P +1) 9]

=0
He
wobei § := S(R™™*1) die Menge der Schwartz-Funktionen ist.
Beachten wir wieder die Darstellung von I aus (1.13), so ist letztlich zu zeigen

lim HV(:E::I: L) (P + z')*lqs)

|z|—>o00

L =0 (#€8) (2.11)

Dabei sind V € D, und L € B(R™V+1;R").

Dazu wihlen wir ¢ € S(R™¥+1) beliebig und setzen 9 := (P¢+1i) 1¢. Wir verwen-
den die beim Beweis von Lemma 2.1.8 verwendeten Ungleichungen (2.5) und (2.6)
erneut und erhalten die Abschétzung

V(tz+ L@)@)| 2 doltz+ LH) ()|

5) 98 do(ka) (L) [ ()]
20 c28do(s) (5 1)), 2.12)

die fiir z € R™ und (y, z) € RMN*1) giiltig ist.

Wir zeigen, daf die in (2.12) auf der rechten Seite auftretende Funktion
(-YP4p = (-)P(P€ + i) !¢ quadratintegrierbar ist.

Dazu benétigen wir die Aussage,
(PP +)7H () € B(He),

die unter der Voraussetzung (D,) richtig ist, wie in der Proposition A.5.2 im Anhang
gezeigt wird.

Da ¢ eine Schwartz-Funktion ist, folgt unmittelbar (-)?¢ € H. fiir beliebiges p > 0,
und wir folgern weiter
(= ()P(PE+) ()P () € He

~~ S~~~
€B(He) EHc

Wegen (z)° < 1 ist nach Ungleichung (2.12) die Funktion ¢2%dq(-)?|4| € . eine
integrierbare Majorante fiir die Funktionenschar V(+z + L(-))® und iiberdies liefert
diese Ungleichung

lim V(£z+ L(-))yp =0

|z|—>o00
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punktweise in R*N+1).

Die Anwendung des Satzes von Lebesgue liefert dann

lim HV(ac-I—L(-))(PC-l-z')_IqS‘ —0,
x| =00 He
so daf§ Gleichung (2.11), und damit die Proposition, bewiesen ist. |

Die starke Resolventenkonvergenz der P (x) gegen P¢ induziert einen engen Zu-
sammenhang der Spektren dieser Operatoren.

Lemma 2.2.3 :
Es gelte (D,). Dann ist

AN ANV A {w: |lp—A<etNo(Pu(z)) #0

A€ (P€) €>0 Rp>0 |z|>Rg

Beweis:

Wegen der Resolventen-Konvergenz kénnen wir [K], Theorem VIII.1.14 fiir selbst-
adjungierte Operatoren anwenden. Dieses Theorem liefert unmittelbar die Aussage.
[ |

Es ist also jedes Element aus o(P¢) Grenzelement von Werten aus (P (x)).



Kapitel 3

Die adiabatischen Operatoren

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden wir einen Eigenwert Ey aus dem diskre-
ten Spektrum von P¢ auswihlen und an diesen eine Stabilitdtsvoraussetzung stellen,
sehen wir, dafl es Kurven von Eigenwerten von P, (z) gibt, die gegen Ej konvergieren.
Wir untersuchen die Projektionen II(z) und Iy auf die entsprechenden Eigenrdume,
was zu unserem Hauptergebnis, Proposition 3.1.8, fithren wird.

Der zweite Teil zeigt, daBl man die Eigenschaften der vorgenannten Projektionen
dazu verwenden kann, den adiabatischen und nicht-adiabatischen Anteil des Opera-
tors P zu definieren und fiir diese einen geeigneten Definitionsbereich anzugeben.

3.1 Eigenschaften der Projektionen in .

Die gebundenen Zusténde des Systems der beiden getrennten Cluster werden be-
schrieben durch Eigenfunktionen zu Eigenwerten endlicher Multiplizitit des Ope-
rators P¢. Im folgenden sei Ey € 04;s.(P¢) ein solcher Eigenwert der Multiplizitit
m € N.

Nach Lemma 2.2.3 aus dem vorigen Abschnitt ist klar, dafl es Kurven A : R" — C
mit A(z) € o(P.(z)) gibt, die gegen dieses Ey konvergieren. Die gesamte Multi-
plizitiat aller Kurven ist dabei nicht kleiner als m. Allerdings miissen diese A(z)
im allgemeinen nicht notwendig selber Eigenwerte von P (z) sein. Um dieses zu
garantieren, mul man fordern, da, zumindest fiir grofie z, Fy hinreichend weit
entfernt ist vom wesentlichen Spektrum der Operatoren P.;(z). Nach den Uberle-
gungen am Anfang des letzen Kapitels kann man dies dadurch erfiillen, indem man
Ey < liminf pn ess(z) wihlt.!

"Wegen inf, ©(z) > —oco gibt es tatsichlich ein Ey < lim inf  _pr Tess ().

29
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Damit ist dann bereits sichergestellt, dal I > m Kurven Aq,..., N\ mit Aj(z) €
odisc(Pey(z)) fiir |z| > Ry existieren, die gegen Ej konvergieren. Dabei fithren wir
jede Kurve entsprechend der Vielfachheit des entsprechenden Eigenwertes auf.

Den Eigenwert Ey nennen wir stabil?, wenn es genau m Eigenwertkurven gibt, die
gegen F konvergieren.

Zusitzlich setzen wir voraus, da die Eigenwerte \;(z) vom Rest des Spektrums
(P (r)) einen von xz unabhingigen Abstand haben.

Diese Forderungen fassen wir in der folgenden Stabilitdtsvoraussetzung zusammen.

Voraussetzung 3.1.1 (Stabilitéitsvoraussetzung) :
Ey sei ein Eigenwert von P¢ mit endlicher Vielfachheit m.
Es gebe genau m Kurven Ai,...,A\ym € C(R", C) mit den Eigenschaften

1<¥m me/}\% ) € o(Pa(z)),
lim \j(z) = Ey, (1<j<m),

|z|—00

VA (0@ Ao Pata) \ (s o M@}) 26 ()

5>0 zeR"

In der néichsten Definition legen wir die entsprechenden Eigenrdume und zugehérigen
Spektralprojektionen fest.

Definiton 3.1.2 :

Wir setzen
E(By) = {qS € D(P°) | P = qus}, (3.1)
E(x) = {¢ € D(P, K\Ln Pu( e )¢} (z€RY). (3.2

Die orthogonale Projektion auf E(Ey) beziehungsweise E(x) bezeichnen wir mit Iy
und II(z).

Da die Eigenwertkurven A; gegen Fy konvergieren und deshalb auch die Abstinde
[Ai(z) — Xi(Z)| fir z,Z — oo gegen Null gehen, erwartet man, daf§ sich die Pro-
jektionen II(z) fiir grofie |z| und Il als Linienintegral der Resolventen iiber einen
gemeinsamen Weg 'y schreiben lassen. Die Eigenschaft (Hs) aus der Stabilitétshy-
pothese stellt sicher, dafl das in der Tat moglich ist.

*Dies entspricht der Definition eines stabilen Eigenwertes in [K], wie sie auf den Seiten 437/438
gemacht wird
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Lemma 3.1.3 :

Es existieren ein Ry > 0 und ein einfach geschlossener Weg I'y C C mit der Figen-
schaft

) = oo [ (€ Pale) 'e (] > Ro)
To
(3.3)
M = 5 [P
T'o

Beweis:
Wir wihlen ein § gemif (Hj) so, dafl auch der Eigenwert Ey vom restlichen Spektrum
von P¢ mindestens den Abstand ¢ hat,

d(Eo,o(P*)\ {Eo}) > 0

Dann setzen wir

ro:={c|cecic-mi=2}

Wegen der Limites lim,; o Ai(7) = Ep (1 < i < m) existiert ein Ry > 0 mit der
Eigenschaft

1
lgli?gnp\i(m) —Ep| < 1 (|z| > Ro).

Es seien nun |z| > Ry und z € T'y beliebig.
Fiir { € 0(Py(z)) \ {\(2), ..., Am(z)} erhalten wir

(4 = ¢ = Ailw) + Ailw) — ]
I¢ = Ailz)] = [¢ = Ai(=)]

Stabilitiitsvo_raussetzung §— |<— _ Az ($)|

\Y

2
2 § = (|2 = Bol + |Eo — Ai(z)])
§ 6
2 5_(§+Z)
_ o
= L
und ¢ € {\i(z),..., An(z)} impliziert
=<l = |C—Eo+Eo—C~|~
> |¢ = Eo| — |Eo — (|
)
> _Z
- 4

BN S,
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Beides zusammen liefert

)
> — .
d(To,0(Pu())) > 7, (3.4)
was die behauptete Integraldarstellung der Projektionen in (3.3) beweist. [

Im vorigen Kapitel konnten wir zeigen, daf§ die Resolventen (¢ — Py(z))~! im starken
Sinn gegen (¢ — P¢)~! konvergieren fiir |z| — co. Nach dem eben gezeigten Lemma
gilt dann auch

s — lim II(z) = I,

|z|—o00

da man in der Integraldarstellung (3.3) iiber das Kompaktum Ty integriert und
deswegen Limesbildung und Integration vertauscht werden diirfen.
Aus der Stabilitdt des Eigenwertes Fy folgt sogar, dal dieser Limes auch in der
Operatornorm giiltig bleibt.

Lemma 3.1.4 :
Es gelte (D,). Dann ist
lim [|TI(z) — IIp|| =0 . (3.5)

|z|—o00

Beweis:

Wie in der letzten Fufinote bereits erwidhnt garantiert die Stabilitdtsvoraussetzung,
da Ejy ein stabiler Eigenwert im Sinne von [K] ist (siehe hierzu die Seiten 437 und
438).

Da P,(z) und P¢ selbstadjungiert sind, folgt nach der zuvor gemachten Bemerkung

s — lim II(z)* =1IIj

|z|—o00

Dieses erlaubt, Lemma VIII.1.24 aus [K] anzuwenden, welches gerade unsere Be-
hauptung liefert. |

Wir werden in Proposition 3.1.8 ein noch viel stirkeres Resultat beweisen, indem
wir iiber den Ausdruck ||0%(II(z) — IIy)|| sogar eine quantitative Aussage machen.

Zuvor miissen wir aber die Differenzierbarkeit der Projektorenfamilie {II(z)|z € R"}
nachweisen, was im néchsten Lemma geschieht.

Lemma 3.1.5 :
Unter der Voraussetzung (D,) sind die Projektionen {Il(z) | z € R"} in x beliebig
oft differenzierbar. Es gilt

() € C% (R”; B(Hc)) . (3.6)
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Beweis:
Es sei g € R™ beliebig. Da alle Eigenwertkurven A; stetig sind, existiert eine offene
Umgebung U, von zy und ein Weg I'(z() derart, dafl gilt

1

M) = 5= [ (= Pale)) 'd (€ Us).

I'(zo)

Nach Proposition 2.2.1 ist R¢(:) = (¢ — Pe(+)) beliebig oft differenzierbar fiir alle
¢ € P(.’Eo)

Da T'(zo) kompakt ist, ergibt sich die Behauptung aus der Tatsache, dafl man Inte-
gration und Differentiation miteinander vertauschen kann. |

Bevor wir zur zentralen Proposition kommen, notieren wir noch eine Eigenschaft
der Funktionen aus £(FEjy), die beim Beweis dieser Proposition eine wichtige Rolle
spielt.

Wie wir in Lemma 2.1.7 gezeigt haben, ist das wesentliche Spektrum von P¢ ein
abgeschlossenes Intervall der Form [X¢,,, oo[, so dal der Eigenwert Ey unterhalb des
gesamten wesentlichen Spektrums liegt. In der berithmten Arbeit [Ag] zeigt Agmon,
dal Eigenfunktionen zu derartigen Eigenwerten exponentiell abfallen.

Lemma 3.1.6 :
Unter der Voraussetzung (D,) gilt

/\ V /\ ¢ € L2 (N+1))

PEE(Eg) s9>0 s<sqg

Beweis:
Die Aussage entspricht fast Theorem 4.1 aus [Ag]. Es tritt dort allerdings die Ab-
standfunktion p() im Exponenten der Exponentialfunktion auf.

Beachten wir aber, dafl der Differentialoperator P¢ konstante Koeffizienten hat,
so sieht man ein, dal die Abstandfunktion p(7) von der Ordnung |7| ist. Wegen
(g) ~ |g| fiir |§] — oo gilt damit auch die Behauptung unseres Lemmas. [ |

Wir bemerken weiter, dal man wegen der Endlichdimensionalitit von £(Ey), das
S0 in obigem Lemma sogar global fiir alle Funktionen des Eigenraums wéhlen kann.
Es existiert demnach ein §y mit der Eigenschaft

Oge 2RINTY) (¢ € E£(Ey))

Wir werden dieses Resultat in Form des nichsten Korollars verwenden.
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Korollar 3.1.7 :
Es gilt

AL B(#.)

720
Beweis:
Fiir beliebiges ¢ € L2(R™¥+1Y) und 7 > 0 ist wegen des exponentiellen Abfalles der
Eigenfunktionen gewif}
[[{-) o l|3, < oo,

so daB die genannten Operatoren wirklich in #, = L2(R™"*1) hinein abbilden.

Da die Operatoren ||(-)"IIy wegen dim(E(Ey)) = m endlichdimensional sind, folgt
die Stetigkeit unmittelbar. |

Wir kommen nunmehr zur zentralen Proposition dieser Arbeit, in der das asym-
ptotische Verhalten der Projektionen II(z) in z quantitativ beschrieben wird. Die
hier gemachten Aussagen sind wesentliche Grundlage dafiir, dafl man den adiabati-
schen Operator iiberhaupt sinnvoll definieren kann.

Proposition 3.1.8 :
Unter der Voraussetzung (D,) gelten folgende Abschitzungen:

/z\vn \/ />z 105 (T(z) = Tho)|| < dafa) =71, (3.7)

Q" V /; D)ol + | (021) (@)@ < dafo) * 1,  (38)

me/i\zn |[TI(2) e (2)11(z) — Eoll(z)]| = O({z)™") . (3.9)

Beweis:

Beim Beweis orientieren wir uns an [Je| (Seiten 141 ff), wo diese Aussagen mit einer
Uniformitéit im Parameter h bewiesen werden. Der Beweis ist allerdings beim Nach-
weis der Abschitzung (3.7) (siehe Seite 143) fehlerhaft. Die Behauptungen werden
in der Reihenfolge (3.8), (3.7) und (3.9) bewiesen.

(3.8) zeigen wir getrennt fiir beide Summanden auf der linken Seite, zeigen also,
dal mit jeweils geeigneten d, gilt

109 1) ()Mo || < dg ()71 (3.10)
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105 Te) (@) T (@) || < da(z)=?1o . (3.11)

Da die Potentiale inklusive ihrer Ableitungen stetig sind und auf kompakten Men-
gen der Form {|z| < R} daher auch beschrinkt, geniigt es, diese Ungleichungen fiir
grofe |z| nachzuweisen.

Es sei dazu a € Njj beliebig. Der Clou des Beweises besteht darin, an geeigne-
ten Stellen die Identitit in Form des Operators (-) 7 (-)” einzufiigen.
Wir schreiben

(0S1)(2)y = (95T)(w)(-)~1* P ()leltem,

Nach Lemma 2.1.8 ist der Operator (821,)(z){-)~!%/~# beschrinkt und von der Ord-
nung O ((z)~/*I=°). Der Operator (-)/*+PT; ist wegen des exponentiellen Abfalls
der Eigenfunktionen ebenfalls stetig (sieche Korollar 3.1.7), so dafi mit geeignetem
do > 0 gilt

1@ L) @)l < dafa)™l

und Gleichung (3.10) bereits bewiesen ist.

Der Beweis von (3.11) ist ein wenig aufwendiger. Ahnlich wie eben schreiben wir

(agIc)(.T)H(.T)HO = &ag[c)(qj)<.)_|a‘_/:$.>|04|+PH($)<_>*|a|7i$_>|a\+ﬂng

—O((z)—lol-p) eB(He) €B(He)

LemmaA.5.

Im Anhang (siehe Korollar A.5.3) zeigen wir, da§ die Operatoren (-)"II(x)(-)~" fiir
beliebiges 7 > 0 beschréinkt sind mit einer von z unabhéngigen Schranke. Mit der
gleichen Argumentation wie beim Beweis von (3.10) ist daher

102 1) (@) (@)Tho || < dafa)™1*77 . (3.12)

Damit kénnen wir (3.11) wie folgt einsehen:
Wegen der schon gezeigten Normkonvergenz der Projektionen (Lemma 3.1.4), exi-
stiert Ry > 0 derart, da$ ||II(z) — IIp|| < & fiir |z| > Ry. Aus der Identitét

(07 L) (2)Il(2) (TI(z) — o) = (97 1c)(2) () — (05 L) («)I1(2)TTp

erhilt man mit Hilfe der umgekehrten Dreiecksungleichung fiir |z| > Ry

%Il(aﬁfc)(w)ﬂ(w)ll > [|(0z Ic) (2)I(z) — (03 Ic) (z)IL(z)1lo||
> [[(0z 1) (@)I1(=) || — [[(97 1e) ()L ()L ||,
also

107 L) (2)II(z) || < 2||(85Le) ()L (z)Io ||
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Zusammen mit (3.12) folgt

|2 I @NE)| = O ((&)~~),
und damit ist auch der zweite Teil der Behauptung (3.8) bewiesen.

Zum Beweis von (3.7) bemerken wir zunéchst wieder, dafl es ausreichend ist, den
Beweis fiir hinreichend grofle |z| zu fiihren, denn wegen der bereits bewiesenen Dif-
ferenzierbarkeit der II(z) sind alle Ausdriicke des Typs 0% (II(z) — IIp) auf Mengen
der Form {|z| < R} beschrinkt.

Wir zeigen hier im Hauptteil nicht ganz die Behauptung aus (3.7), sondern lediglich
103 (T(z) — To)To| < dafx) # . (3.13)

Da8 sich daraus die eigentliche Behauptung (3.7) beweisen 148t, zeigen wir im An-
hang (siche Lemma A.6.1) mittels einer Vollstindigen Induktion. Auch der Beweis
von (3.13) ist noch ausreichend lang.

Es sei dazu |z| so groB, dal wir die Projektionen als Integral iiber die Resolven-
te entlang des Weges I'y aus Lemma 3.1.3 schreiben kénnen. Wir notiern dabei, daf§
fiir ¢ € T'y die Norm der Resolvente gleichmiifig in  und ¢ beschrinkt ist, denn es
gilt

B¢ ()|

S ("E Z RO)a
IRl <

[IICRNTS

Der in (3.13) auftretende Operator 1a8t sich nun wie folgt als Integral darstellen:

1 _ _
M) -, = [2—m. / (¢~ Pule)) ™ — (= = P) g,
1 (6%
= 9 | O= [Rg(m)fc(ﬂﬁ)]RcHodC
To
eibnizrege 1 a—
Leibnizregel P / > capdl R ()02 PIo(z) RcIod¢
To BLa
1 o
= o ;:Cag / 02 R ()02 P I (x)TTg RedC
sSa To

Integration und Differentiation durften dabei vertauscht werden, weil die auftreten-
den Funktionen beliebig oft differenzierbar sind und iiber ein Kompaktum integriert
wird. Weiterhin haben wir ausgeniitzt, da8 R, und Iy (als Integral iiber die R¢)
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miteinander kommutieren.

Die Giiltigkeit von (3.13) ist dann nachgewiesen, wenn wir zeigen kénnen

/ (P R)(2)(0° P L) (w) M Red( = O((m)_|a|_") B<a) (3.14)

To

Wir miissen dafiir die Félle 8 = 0 und 8 > 0 getrennt behandeln.

Fiir g = 0 folgt, wenn wir mit L(I'y) die Linge des Integrationsweges bezeichnen,

| / Re(2)(921) (@) Red | / | Re () (02 1.) () TTo Rl ¢
To To

IN

< L(To) sup ||R¢(2)][[(95 L) (@) o[ || Rl
¢€eTlo

8

(3%8) L(To) 52

da(x)"“'_”,

also umgehend die in (3.14) behauptete Ordnung.

Fiir |3] > 0 verwenden wir die Darstellung von (92 R¢)(z) aus (2.8). Das Integral
auf der linken Seite von (3.14) wird so zu einer (endlichen) Summe der Form

18]
Y / R(2)(07" I.)(z)R¢(x) - - .. - Re(w) (03 ) (z) Re () (03P I) (z) o RedC,

=1 71+---+17\l;li’ I'o
0#£v; €N

(3.15)

und es reicht zu zeigen, daf} die einzelnen Summanden von der Ordnung O ((x)"o“_p)
sind.

Dazu betrachten wir einen beliebigen der auftretenden Integranden und benutzen
erneut die Methode, die schon beim Beweis von (3.8) verwendet wurde.

An geeigneten Stellen fiigen wir die Identitit in der Form (-)7(-) 7 mit giinstigen 7
ein und erhalten

Re(2)(0 1) () Re () - ... - Re () (1) () Re () (8P L) (z) o R =

Rg(a:)(3;7116)(3;)<.)—|71|—p<.)|71\+pR<(x)<_>_\71|_p _
. (6.;87216)($)<.>_"72|—P<.>|’YlH‘|’Y2|—|—2pR<(x)<.>_|71|_‘72‘_2p .

. '(b'glfc)(:L-)<.>_|7l|_P<.>|71|+---+|7l|+lPRC(x)<_>—|’Y1\—...—|'yl|—lp .
. (ag—ﬂjc)(x)<.)—|a—ﬂz|—p<,>|71|+...+|7,|+|a—ﬂ|+(z+1)pH0
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Dabei sind die (97 I;) (z)(-) =1/~ wieder beschréinkt und von der Ordnung O ({z)~!%il=#).
Diese liefern in der Summe das geforderte Abfallverhalten.

Fiir 1 < [ <[ sind die Operatoren <-)|71|+...+|7f|+ipR<(x)(-)*hl‘*"'*hl”'*[p gleichmiBig
beschrinkt in ( € I'g und |z| > Ry wie wir im Anhang in Proposition A.5.2 zeigen.
AuBerdem ist wieder (-)I7/+-Flnl+la=fl+(+1)rT], beschrinkt.

An dieser Stelle wird auch klar, warum wir den Beweis so nicht direkt fiir

0% (II(z) — IIp) fithren konnen. Auf der rechten Seite des Integranden entsteht durch
das Einfiigen der Identititen der Multiplikationsoperator (-)I71/+-+nl+la=Bl++1)p
welcher gar nicht auf ganz #,. definiert ist. Erst durch das Anhéngen der Projektion
IIy erhalten wir hier einen beschrinkten Operator.

Fassen wir die Normen der auftretenden Operatoren (-)" R¢(x)(-)~" und

(-ymlt+ml+e=pl+(+DeT]) zu einer Konstanten d > 0 zusammen, so ergibt sich
schlieBlich

| [ @@ 1)@ Re(s) ... Re(a) (@2 10 () Re ()@ ) ) R |

< dL(To){(z)~ml=r. . (g)=Inl=p(g)=la=fl-p
To)(z >*|’71|*---f|’n|f|a7ﬂ|f(l+1)p

(

= dL(
= dL(Dg)(z)~lel=0e

(

Damit ist (3.14) auch fiir |3| > 0 bewiesen und der Beweis abgeschlossen.

Zum Beweis von Aussage (3.9) rechnen wir zunéchst ohne Norm und erhalten
I(z) Pey(2)Il(z) — Il(z)Ey = II(z)Pe(z)(z) — I(z) Pl
= I(z)Pa(z) (I(z) - o) + I(z) (Pu(z) — P°) Il
= I(z)Pa(z) (I(z) — Io) + I(z)I(z)I

Auf die Ausdriicke II(z) — IIp und I.(z)IIp wenden wir die bereits bewiesenen Aus-
sagen (3.7) und (3.8), jeweils fiir @ = 0, an und erhalten

[T(z) —To|| = O((z)™")
[He(2) o] = O((z)7")

—_~ o~

Beachten wir aulerdem ||II(z)|| < 1 fir alle z € R™ und die Tatsache, dal wegen
(z) = 5 f Re¢(z)d( gilt,

[T(2) Pa(z)| < ¢ (z € R"),
dann folgt

IT(z) Pe (2)T(z) — Tl(z) Eol| < [|TI(z) Per ()][[| (TI(z) — o) || + [[T() [[[ L () TTo |
= O({x)™")
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Dies zeigt die Giiltigkeit von (3.9). [ |

Wendet man die letzte Aussage der Proposition auf die Eigenfunktionen ¢;(z) zum
Eigenwert \;(z) an, so bekommt man das schone Resultat

I\(z) — Bo| = 0({z) ?), j=1,2....,m , (3.16)

welches die Konvergenzrate der \; gegen Ej quantifiziert.

3.2 Definition des adiabatischen Operators

Zur Definition der adiabitischen Operatoren kehren wir in den Ausgangsraum
H= L2(R2§g+2)) zuriick.

Die lediglich im Raum #,. der clusterinternen Zustinde agierenden Projektionen
Iy und II(z) induzieren analog zu den Fasern P (x) des elektronischen Operators
iiber die direkte Integralbildung beschrinkte Operatoren in #:3

D

I = /H(:I:)da: (3.17)
R
52]

M, = /Hoda: (3.18)
R

Die Wirkung von II auf eine Funktion 1 € H ist dabei gegeben durch

M(z,y,2) = (M=)e(z.)) (3 2)

Auf diese Weise sieht man ein, dafl

MY(z,y,2) = (DE@)@)e(,")2)
= (M@y(,")2)
= Mp(z,y,2),

und daher IT € B(#H) auch wieder eine Projektion ist. Entsprechendes gilt fiir ITp €
B(H). Ebenso folgen IT* = II und IIj = II,.

3Wir unterscheiden dabei in der Schreibweise nicht zwischen der Projektion IIo in H. und der
induzierten Projektion in ‘H
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Per Konstruktion war Iy als Operator in . endlichdimensional. Fiir die induzierte
Projektion in H ist dagegen
R(I) = L*(R3) ® (o),
der Wertebereich also gewifl nicht mehr endlichdimensional.

Allerdings 148t sich die folgende Proposition beweisen, die wesentlich auf der End-
lichdimensionalitit von Iy beziehungsweise II in . beruht.

Proposition 3. .1 :
ir >0 snddeaus B(H) sta enden  eratoren

()™ (= o+i)" 'y und (z)~ (= ,+1)7 I
o at

asgle che g It fir d e  eratoren

<$>_ ac(_ w+i)_1H0 und <'7">_ :v(_ w+i)_1H

aus B(H H"™)

Beweis:

Grundlage des eweises ist die Tatsache, daf} die Operatoren

(z)~ — o+i'€BL*Ry und(z)” , - ,+i '€BL*Ry L*R} "

kompakt sind.
Diese Resultate finden sich in [RS3], das erste 1dfit sich auch aus [HiSi], Theorem
14.9, ableiten.

Wir beweisen hier lediglich die Aussagen des ersten Teils, jene fiir die Operatoren
()~ 4 — z+i 'Tpund (z)~ 4 — 5+14 ~'II werden aber analog bewiesen.
Zum eweis der Proposition nehmen wir eine olge ¢ N aus H mit der igen-
schaft

— lim ¢ =0,
und miissen dann zeigen
— lim (z)~ — 413 Ty =0, 3.19
— lim(z)” — 47 'y =0 . 3.20

Mit < -,+ >3 bezeichnen wir das Skalarprodukt in L Rg(NH) .
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Um die erste ehauptung zu zeigen wéhlen wir eine Orthonormalbasis ¢; 1<j<
von Fy . Dann ist

HO¢ z,Yy,z = Zf ¢ja¢ T,s >4 ¢] yj
Jj=1 _

und es reicht aus zu zeigen, da (z)~ — -+ ~'4 j fiir j =1,...,m gegen Null
+

konvergiert im Sinne der Norm von L R"

s ist zunéchst
<$)_ - w+z _11/1 ]:¢] y <x)_ - :E‘I_'L -1 <¢]7¢ x’. >:[7 ) 321
iir beliebiges ¢ € L R} gilt wegen ¢; € L RN +1)

<o <bb me e = [ b5 <tpv o g
Rn
= [os( [ 4vv ovedy)as
R" R D
— [ twdiu s dedy
Rn( +2)
— 0 >,
so dafl
— lim <¢;,9 z,- >3 =0
inL R} .
Wegen der Kompaktheit der ()~ — , +4 ~! in diesem Raum erhalten wir aus
3.21
— lim (z)~ - c+i Y j = ¢J( = lim(z)” - o+i 7 <5y = >y

=0

Damit ist die erste ehauptung bewiesen.
Der eweis von 3.20 verlduft dhnlich, ist allerdings technisch etwas aufwendiger.

Wir verwenden zunéchst wieder die ¢; aus dem ersten Teil und setzen
¢j x =11 = ¢;. Man erhélt
<¢j$,¢$>g = <H:E<}5j,H.’E¢ >
<II z Mppj,¢ >3
= 0 +< Mz —1IIy g, ¢ >3
T s rO0 (@), =1,...,m .
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Demnach e istiert Ry > 0, so daf fiir |z| > Ry die amilie {¢; = [j =1,...,m} eine
asisvon R II = ist. Mit {¢; =z |j = 1,...,m} bezeichnen wir die dazu duale asis.

Weiter sei € R" eine unktion mit Triger in {|z| > Ry} und z =1
fiir |z| > R; mit einem R; > Ry.

s gilt fiir y = 1,...,m die Identitat

— g+t T ;T

= zgiw - il 4 — w+z'_1[— o+, a:¢jx] — et}

e R R A e A TP R Tl P

3.22
wobei fiir den Kommutator nach der Proposition 3.1.8 gilt
[— s :(;(;S]:L‘] = [— s wﬂwqﬁj]
= 4( 2 0@ +0 @)
Damit erhalten wir
<z> — L+i U @
= <z> - w+i_1z T oz <¢jxT,P T, >j
j=1
(3':) x¢j$z<m>f — z+i71<¢jx,¢ Z," >y
j=1
+Z<$>_ - w—i—i_l[— T, xqﬁjw] — $+i_1<¢jx,¢ T,r >y
j=1
= .TQZS]‘.’L'Z<.’L'>7 — z+i71<¢j:1:,¢ T,w >g
j=1
+¢jZ<.’L‘>7 - z-l—z'*l( 20 (z)? +O(x)*p) — oti T<$iT Y T, >
j=1

Nun schlieflen wir wie bei der ersten ehauptung.
Die olge < ¢j z,9 z,- >; N konvergiert schwach gegen Null in L R7 und

wegen der Kompaktheit der <z >~ — ;44 !ist

—lim <z>" — L+i I 3% = 0

Jetzt sei zp € R™ beliebig. Wir zeigen, dafl analog gilt

—lim <z>" — +i ' 59 = 0,
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wobei 4, eine - unktion ist, die in einer Umgebung von z( identisch 1 ist.

s sei dabei ¢; ;_, eine Orthonormalbasis von 1z , also insbesondere II zg ¢; =
¢j. Wir setzen wieder ¢; x :=1II z ¢; und erhalten diesmal

<¢pjzr,p x> = <z ¢;,llzd >j
= <IIzIlzg ¢j,¢p >3
= 5j+< Iz —1I x Hx0¢ja¢ >j

Wegen der Differenzierbarkeit der Projektionen Lemma 3.1.5 e istiert zu > 0 ein
¢ mit der igenschaft, daB} fiir alle o € R™ gilt

Iz —Ixg || < lx —zo|| <0 .

Wir wiéhlen jetzt > 0 so klein, dafl die ¢; = eine asis bilden fir R Il z mit
TE § Top. sseinun 4 € R? mit Tréger in 5 zo , so daB in einer klei-
neren Umgebung von zy die unktion ,, identisch 1 ist.

Mit denselben Argumenten wie zuvor zeigen wir dann
—lim <z>" — 40 ' 59 = 0
Auf diese Weise e istiert ein € N und eine Partition der ins, { ;,,,-.-, z, }s
in R} mit der igenschaft
—lim <z>" — ,+i M 4,9 = 0 1<j<

so daf folgt

—lim <z>" — 4i 'y = 0

Damit ist Gleichung 3.20 bewiesen und die ehauptung des Lemmas gezeigt. W

Auch die Aussagen der Proposition 3.1.8 lassen sich auf den Ausgangsraum iibert-
ragen. Dieses fassen wir im néichsten Korollar zusammen:

orollar 3. .
nter der oraussetzung D, snd de  eratoren

(z)? 19192 T — My , (z)? TP, — Byl und (z)? 1®l 921, 11

beschrin te eratoren* n H

abei haben wir die ezeichnun § II 1l o I, erwendet
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Wir sind jetzt in der Lage, die adiabatischen Operatoren zu definieren. Anschliessend
werden wir zeigen, daf} sie geeignete selbstadjungierte ealisierungen zulassen.
Wir setzen noch

II = 1-1I 3.23
und notieren die Identitit
IIII = IIIT = 0, 3.24

die sich aus der Orthogonalitéit von II ergibt.

e niton 3. .3 :

s se
P =1IPII 3.25
:= IIPII 3.26
P he t ad abat scher n cht ad abat scher el on P
eter setzen rF, =I1-h ,II
Proposition 3. .
nter der oraussetzung D, snd de eratoren P und selbstad ung ert
auf
P =1 P IL (Rwyz ) 3.27
=1 P 0L (R ), 3.28

bez ehungs e se esentl ch selbstad ung ert auf de Rau der ch artz wun tonen

= (Bee )

Beweis:
eim eweis folgen wir [Je]. Dessen eweisidee findet sich bereits in [CDS] siehe
hierzu Lemma 7 auf S.198 .

Wir zeigen zuerst, dafl der Operator P + selbstadjungiert ist. Hierzu setzen
wir

=P—- P +

und weisen nach, dal  relativ beschriankt ist zu P mit Schranke 0.

Der Nachweis der relativen eschranktheit erfolgt in zwei Schritten:

ist relativ beschrinkt zu P’ := —h  , + P§ mit Schranke 0 1
PY ist relativ beschriinkt zu P 2

5 eider otation in S ist zu beachten da dort i e ensatz zu dieser rbeit die Projek

tionen it 4 und der Schrodin er erator it “ bezeichnet werden



Wir beweisen zuerst 1 .

Wegen P,;, = P, und P; = P, gelten
P =
el 07 29
Py =0
Zur Untersuchung der Operatoren , fithren wir die Abkiirzungen 0; := = und
0; = 2; ein, wobeixz = x , ,x ist. Nach der Produktregel ist dann
also folgt durch Summation
T = T +2 z+ ) 0
T = T +2 4 z+ T
Nach der Ungleichung .7 ist fiir 1 < <
sup || O; T H < o
ze " B He
®
und die Operatoren 9; = [ 9, z dz sind daher beschrinkt siehe [ S |,
Theorem IIL.8 . Analog schliet man fiir die 9,
Demzufolge gelten
T 7 T ? 1
z ’ T
iir den Operator  erhalten wir somit
= P—- P — P
+ P + - P - P

= —h z+ Pa + —h ¢+ Pa

5 —h s + )

Boooh [ . 42 5 et A+ [ e 42 o o+ )

= —2h [ T + T ] T —h [ T + T ]

ntsprechend der Aussagen in . 1 ist dieser Operator relativ beschrinkt zu P

mit Schranke 0 und die Aussage 1 bewiesen.



Zum eweis von 2 notieren wir fiir ¢ P
1P gl = [P 4l
= [ P-P ¢—Pg
< [[Pel+I T +1 ¢l
< 1Pl + ol

mit geeignetem > 0 wegen der eschrinktheit der Potentiale I und I . Damit ist
auch diese ehauptung richtig.

Nach dem ato- ellich-Theorem ist der Operator P + selbstadjungiert auf
P = und wesentlich selbstadjungiert auf

Wir beweisen nun die Selbstadjungiertheit von P . Wegen der Symmetrie, geniigt
es nach [ S1], Theorem VIII. | zu zeigen

P i) P=L L2
Hierzu sei ¢ L Dbeliebig.
DaP + auf P selbstadjungiert ist, e istiert ein P mit
P+ i = ¢
und wegen =P = 0 erhalten wir weiter
P z) v 4 = P + z) v oii 4
- P 4 z) i ¢
= o+ ¢
= ¢
und . 2 ist schon bewiesen.
P ist daher selbstadjungiert auf P . Wegen = 0 erhilt man weiter
P = P L
= + P L
= P L ,

so dal auch Gleichung .27 richtig ist.

Zur wesentlichen Selbstadjungiertheit von P geniigt der Nachweis, dal P )

dicht liegt in L . Wir wihlen daher ¢ und > 0 beliebig und schliefen
dhnlich wie zuvor.
s e istiert namlich derart, daf

e v 0 <y



und wegen der Dichtheit von  gibt es ein ¢ mit ||¢ — ¢|| < -.
Aus Gleichung .7 der Proposition .1.8 entnimmt man, dafl die Projektion den

Schwartz- aum in sich abbildet, denn Anwendung von  auf ein % verschlech-

tert nicht das Abfallverhalten in . ntsprechendes ist fiir  giiltig.

Deswegen ist auch + i ¢ , und es ergibt sich

le- P &)+ | =0 + s-P + i = 4
< ¢- P + i+l o= 4l
< e-P + i I+ el
<

Dies zeigt gerade die behauptete Dichtheit von P 1

Die Selbstadjungiertheit von beziehungsweise die wesentliche Selbstadjungiert-
heit zeigt man ganz analog, indem man die ollen von und miteinander ver-
tauscht. |

Das néchste orollar beschreibt, wie der Definitionsbereich des adiabatischen Ope-
rators sich unter der Projektion  verhilt.

s gelten
p = P P,
P - I 4 T
Beweis:
Wir beweisen nur die Aussage fir P  ,der eweis fir P verlduft analog.

Da gemidfl .2 eine orthogonale Projektion ist, liefert Proposition .2. direkt

P = P I )

also die behauptete Gleichheit.

Um die Inklusion P P zu zeigen weisen wir nach, dal der Opera-
tor P P+ 14 ~ ein beschrinkter Operator in L ist, womit wir wegen
R P+¢~ = P dann fertig sind.



Mit P = —h ; + P, erhalten wir nach einer analogen echnung wie beim
weis von Proposition .2.

P P+i- = “h . —2h a—h . +Pel)P+z“
=  _h , P+i~ —2n L P+i-

~ 7 ~ 7
-~ ~~

EBH EBH

—h T P+i~ + PelP+i_7
—— |
EBH EBH

so dafl schon alles gezeigt ist.

Wir beenden dieses apitel mit der folgenden Proposition.

P p sitin
ir >0 st der erator

o at

Beweis:
Wir zeigen zuerst, dafl der Operator = P +4¢ ~  kompakt ist.

Dazu sehen wir mit dem aus D, , dafl die Differenz

T P +i- -z —h 4+
— 2~ P 4i~ —h .- —h )—h oti
- - P 4i- [—h o ]—h oti

- 2%z~ P +i~ o —h i~
+z~ P 4+i~ o —h g4i-

= 2h z~ P 41 s xP z P L —-h L+i"

+z- P +1 z P P —-h +1°

kompakt ist.
Da nach Proposition .2.1 der zweite Operator in der Differenz,

e_

T —h 41~ , ebenfalls kompakt ist, folgt damit auch die ompaktheit

von T ~ P 41~



Aus der relativen eschrianktheit von P — P = Py zulP ergibt sich
dann, dafl auch x = P +4¢ -  kompakt ist. |



. e enoperatoren

ssei P := —h ;+ P . Unter der Voraussetzung D, , mit > 1, kann man
zeigen, daf} die zur Clusterzerlegung  gehoérenden Wellenoperatoren

= —lim ¢ " e<g P

e istieren siehe Hack s Theorem in [ S ], Seite 82 . Dabei bezeichnet E P die
Projektion auf den aum des reinen Punktspektrums von P .

Dementsprechend e istieren dann auch
= — lim ' %t e

Im ahmender orn-Oppenheimer-Appro imation interessiert man sich fiir die  i-

stenz und Vollstédndigkeit der Operatoren

. ;A
= - lim °* boe |

A

= — lim * E P

und mochte zeigen, dafl

Dieses ist in Theorem 2. aus [ MW] sogar fiir nicht glatte Potentiale beziehungs-
weise in den Propositionen 2. .2, 2. . und 2. .5 aus [Je] ausgefiihrt.

Dabei gehen entscheidend die Aussagen iiber das Abfallverhalten der Projektionen

z ein, die wir auch in unserem all zeigen konnten siehe Proposition .1.8 . Wir
haben daher die Hoffnung, dafl sich die istenz der adiabatischen Wellenoperato-
ren sowie die obige Zerlegung von auch fiir unsere Cluster-Zerlegung eines
drei-atomigen Molekiils ebenso beweisen lassen.
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2 bhan 1 eit o ara eter h

Mit lick auf die Propositionen 1.2.2 und 1.2. erkennt man, daf3 die Operatoren P
und P, z vom Parameter h abhidngen. Diese Abhingigkeit steckt dabei sowohl in
den Hughes- ckart-Termen als auch im Interclusterpotential.

twas ausfiihrlicher schreiben wir daher nun

1 1
P hr = - — = ;
22 Yi 2m Yi
1€ 1 i€ 1
+Z i_yi+z ij Yi —Yj
1€ 1 ii€1
1 1 1 1 1
T Tamy T2 ¢ o Tomy 2w
1€ o 1€ 9
+Z[ i mpimg? T Yi T3 mz_yi]
S
+Z i Yi—Yi + 32 1
iv€2
und
ILashyz = Y qo-yi— +
i€ 2
1€ 1
1€ 1
+ Z i THYi—yY;— o+
i€1€2
+ Z ij —T+tYi—y;it+ -
i€2€1
+ - —Ft5r-
+ s+ —25z—- + 2
Da im Interclusterpotential die Ausdriicke und auftreten, ist in

m +mg3 m + mg3
unserem all das Aufschreiben der Operatoren fiir den Grenzfall A = 0 nicht ganz

so einfach wie in [ MW] . apitel oder [Je] apitel .1.
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3 reprisentieren jedoch den Abstand eines

Die beiden Terme ,
m +m3 m + mg
erns aus zum Schwerpunkt von ern 2 und ern

s ist nicht plausibel, warum dieser Abstand h-abhingig sein sollte, denn mit h 0
mochte man ausdriicken, dafl die Masse der lektronen gegeniiber der der erne
vernachléssigbar klein wird.

Aus diesem Grund betrachten wir die onstellation m = mg3 mit einem festen
> 0 und setzen

14
und erhalten damit

bl

3 = 1-

2 3

so dafl beide uotienten nicht mehr von A abhingen.

1

In diesem all gilt gewiB — =~ = O h fiir 4 = 1,2, , und wir erinnern noch
m;

einmalan , =O0h

Die Operatoren fiir h = 0 konnen wir dann wie folgt definieren.

1 1
P 0 = _Zi 91_25 Yi

1€ 1 1€ 2

+Z e Z ij Yi —Yj

1€ 1 i€
1

+Z[ i 1= z—wyi + 3 — Z—yi]

1€ 2

+Z ij Yi— Y + 32

i'€2

und
I 20 y,z := Z i T—Y;

1€ 2
+Y it l- z-y
1€ 1
+Z 3 — L — Z2—Y
i€ 1
+ Z ij T+Yi —Yj
16162



+ r— 1—- =z
+ s3z4+ =z

In Analogie zum ersten apitel definieren wir
P,xzh = P h+1I zh h>0 .5

s sei jetzt i P 0 ein stabiler igenwert endlicher Multiplizitit m.
Insbesondere gelte wieder 5 , also

5\>/ome/\nd““’ A 20} Pash {Az0, A 30}) > 6

Wir verlangen nun auflerdem, dal £ die folgende semi-klassische Stabilitédtsbedin-
gung erfiillt, wie sie in [Je], Seite 66, gegeben wird.

e nit n
sse 6§ >0 soda s erfullt st
ann gelte

s gebe un tonen ,E :R R tden genschaften

—rz <F_z < r <F =z z R
inf _pn|E z — x|>6

Az0, AN z0 JE_-z, =z
se stere hs >0 und R >0 derart da
dimR 4 e.o Paxh )=m

se stere hs >0 und R >0 derart da fir h < hs und |[z| >R glt
dimR 4 e.s Paxh )=m

Unter dieser Voraussetzung sollten sich auch in unserem all die folgenden Proposi-
tionen beweisen lassen.

P p siti n
nter der oraussetzung D, und der se lass schen tab | tdtsbed ngung e st ert
enhs >0 soda fir alle h < hgs gelten

AV A 105 zh — h ||<daz Pl 6

T
aeN" da> zeR"

/J\Vn v /;nllaa‘ff zh B+ zh zh|<dyz P70 7
a€ da> z€



/}\an xhPyxh zxh — 1xhPbch hl=0 z° .8
z€

P psitin
E se stabl und erfille d e se lass sche tab l titsbed ngung

ann gbt es en hy > 0 so da fir h < hs und x R genau m  gen erte
Azh, X zh onPgzxzh e steren t

Aizh =Xz0 +0h z R,1<j<m

Dieses entspricht genau den Propositionen aus [Je] Seite 66 und 67 beziehungswei-
se Theorem .1 aus|[ MW].

Der eweis von [Je] fiir diese beiden Propositionen sollte anwendbar sein, denn
die h-Abhingigkeit in den Hughes- ckart-Termen kénnen wir wie dort kontrollieren
und die Abhéngigkeit des Interclusterpotentials von h entspricht jener in [Je].



. rans or ation der reien e e n

Wir zeigen hier, wie sich der Schridinger-Operator der freien ewegung P in den
oordinaten der Transformation 1.7 schreiben 1a8t.

s gelten dabei die ezeichnungen des ersten apitels.

P psitin
sglt
_ 1
p =~ - h &
>3 v
2 Yi 2Mm Yi
1€ 1 i€ 1
1 1 1 1 1
- 2m +2m3 Z_Z§ yi_2m+2m3 Z yi
1€ o 1€ 9
Beweis:
Aus rechentechnischen Griinden ist es zweckméfig, die neuen oordinaten nicht mit
,Z,%,Y zu bezeichnen, sondern , , 3, , zu verwenden.
Die Transformation : erzeugt geméif ¢ = ¢ ~ kanonisch
eine unitidre Abbildung : L L im Zustandsraum. Ziel ist es,
den Operator
P = - P Al

in den Variablen ; darzustellen.
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ei der erechnung von A.1 folgen wir der Diplomarbeit von Carsten rdmann
[ rd] und denken uns die Matri ~ folgendermafien in Matrizen aufgeteilt:

Nach Theorem II. aus [ rd] erhilt man fiir den Operator P den Ausdruck
1
Ppo= =YY > gm0 l A2
= I= i=

ei der Wahl der oordinaten in 1.7 erkennt man, daf§ bei uns alle ;; reelle Dia-
gonalmatrizen sind. Wir schreiben ;; = ;;I , wobei I die inheitsmatri im
bezeichnet.

Damit gilt

1 1
Z2mi i ”:ZZm~ i ud o,

und fiir den Operator der freien ewegung bekommen wir den einfachereren Aus-
druck

Ppoo= =33 " A.

= =

wobei wir die Schreibweise fiir , benutzt haben.

l

Zur Darstellung von P miissen also die ; berechnet werden. Nach Definition
der ; ergeben sich diese aus der Matri ij » indem man den -ten und den /-ten
Zeilenvektor miteinander skalar multipliziert.

Um ;; aufzuschreiben, verwenden wir die Abkiirzung

= |

pi = ' ;

N



o7

und erhalten

1 2 3 —_ S
maeol maeop2 msd map ... m ¢
0 1 -1 0 ... 0
-1 0 0 Oigd  eeenenn i,
: : Oigd  eeenenn i,
.= f . .
-1 0 0 Qi d eeeenns iny
0 Pa— P— 0j1d  eenenns 0j,
0 5 P— Ojpyd  weeen-- O,
evor wir mit der echnung beginnen, erinnern wir an ={i, ,i,} und
={j, ,j,} sowie die Disjunktheit dieser Mengen. In den kommenden Glei-
chungen seien jeweils {1, , }undil,l {1, , } beliebig.

Wir beginnen mit der erechnung der oe zienten, die die oordinate  betreffen,
und erhalten

1€ 1 1€ 2
1 m 1 mg
3 = _— Y — = O’
2m 2m3
1 1 m 1 1 m
! 2m ZZm,- v 2 2m; ’
1 m m 1 m3 mg 1 m;
- - _ i) S P
I 22 m +mg 2 m +m3+z42 ;v
_ m ms 1 my
N 2m +mg 2m +mg3 2my,
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Damit tritt in P der Ausdruck — | auf, aber keine gemischten Terme der orm
L mit 7 = 1.

Weiter sind

1 , : : 1 1
= D gy b - Z2mz+z2ml -3t

= i€ 1 i€ 2
1 1 1
= _— _ — = _—— —_— = 0
3 2 m ¢5 2ms m3¢ 2 + )
= L $1 +> i 6
i = om m £ 9 m; @1 04
1=
B 1 n 1
2 2
= 0,
1 m 1 ms 1 .
- 2 _ . o 5
N 2m m ¢ m —+ms3 2m3m3¢ m —+ms3 +Zz:; Zmim]l¢ Ji %ijy
. 1 m +m3 1
2 m +mg 2
= 0,
so daBf in  ezug auf den Interclusterabstand  nur der Ausdruck — +—
iibrigbleibt.

In Zusammenhang mit dem ernabstand im zweiten Cluster, 3, ergeben sich sofort

_ 1 n 1
33 N 2m 2’)’)’&3’
3 = 0,
1 1
37 = - + = 0’

m +m3 m +m3

da in der dritten Zeile der Matri nur in der zweiten und dritten Spalte von 0 ver-
schiedene intrige stehen.



Die verbleibenden oe zienten sind schliefilich

1 1 1 1
. = — —1 0; i0i-i = — +——0; ;-
i1 om +;2mizzzz 2m+2mi AR
1
i=4 t
1 m 1 ms 1
R _ _ Siibi s
T 2m m +ms + 2ms m +ms +;2mi Tt
_ b1 1 -
 2m 2m ml2mjl.
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ingesetzt in Gleichung A.2 erhilt man, nachdem die lektronenmassen gleich

1 gesetzt wurden,

1 1 1
P = - — —h — - - —
2 1 2 2 i 2m Z i
1€ 1 1€ 1
1 1 1 1 1 Z
2m 2ms 8 2 ¢ 2m 2mg ¢
1€ 2 1€ 2
was wegen der Zuordnungen = =z, 3=zund ; = y; fir ¢

gerade die ehauptung der Proposition ist.
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o

.2 Definitionsbereich des Operators der internen
netischen ner ie
Wir verwenden zunéchst weiter die ezeichnungen des vorigen apitels.
Mit lick auf Gleichung A. ist

P::—Zzl ;

=31=3

der Operator der internen kinetischen nergie, denn es treten hier alleine die Ablei-
tungen nach den clusterinternen oordinaten ;, 2> , auf.

Wir beweisen

P psitin :
er  erator P st selbstad ung ert auf R und esentl ch selbstad un
gert auf R
sglt
P =, P =][0,00] A.
st

eim eweis verwenden wir erneut Teile der Diplomarbeit von Carsten rdmann.

s ist unter unseren Voraussetzungen und mit den verwendeten oordinaten mdoglich,
wie wir anschlieflend nachweisen, esultate aus [ rd]|, apitel III, zu benutzen.

Dort wirdin orollar  gezeigt, dal der Operator P elliptisch ist in Satz 10 wird
die Selbstadjungiertheit und wesentliche Selbstadjungiertheit bewiesen. Die orol-
lare 11 und 12 bringen dann die behauptete Aussage iiber die Spektren und den
ma imalen Definitionsbereich . Damit ist die Proposition vollstindig
bewiesen.

Um den Nachweis der Anwendbarkeit dieser esultate aus [ rd] zu erbringen, be-
merken wir zunéchst, dafl der einzige Unterschied die Wahl der oordiaten ist. Die
Argumentation von rdmann beruht im wesentlichen auf der Tatsache, dal die Ma-
tri ! 4+ 1 +1 ositiv definit ist. Alle anderen Argumente haben
nichts mit der s eziellen Wahl der oordinaten zu tun.

! e rd ann wird die wesent iche Se bstadjun iertheit des  erators au nC 1) phewie
. . . 1 . ..
sen  an sieht aber da der dorti e eweis auch ur 70+ richti st
*Wir ussen a so die ents rechende ussa e on e a aus rd a ite zei en und

erken an da die ransor ations atri dort it ; bezeichnet wird
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{ + }

eschrinkung der Allgemeinheit an, daf
oordina

Wir nehmen ohne
und { + + } gelten. AuBlerdem ist es niit lich, die
a itels noch einmal u modifi ieren. Wir set en

tenbe eichnungen des vorigen
3 4 3 zY Y

iir den O erator der internen kinetischen nergie erhalten wir dements rechend

P g;l l

und wollen nun eigen, da} ; ositiv definit ist.

Um chreibarbeit u s aren, verwenden wir die Abkiir ungen 3 —
— und erhalten
3
! D A5
‘D 2
mit der Matri D | und der Matri D ,.
abei gelten
—+t = —
— = tl 3
D T
— —+tl =
— —
und
3+1 3 3
3 3+1 3
D, e
3 3+1 3
3 3 3+1
sist 3> , und wegen der Gestalt von ; bleibt u eigen, daf} die Matri en

D , und D , ositiv definit sind.
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a beide Matri en von derselben Gestalt sind, diirfen uns dabei auf D , beschrénken
und schreiben. iese schreiben wir folgendermaflen als umme:

3 3 3 1
3 3 3 1
p, e L e
3 3 3 1
3 3 3 1

ie weite Matri ist offensichtlich ositiv definit, und wir eigen et t, dafl die erste
Matri  ositiv semidefinit ist.

ir ) 2 ist ndmlich
3 3 3
3 3 3
D 2
3 3 3
3 3 3 2
2
i= i
2
i= @
3 2
2
1= 2
2
i= @
2 2
3 E 7 2 E 7
i= i=

amit ist in der Tat ;  ositiv definit.



3 el n eich n en

Wir beweisen nun wei Unlgleichungen, die im Hau tteil gebraucht werden und den
Ausdruck : 1+ | 2 betreffen.

dr > glt

+
|
k)
I
e
|
k)
k)
=
b
D

Zuniichst hat man die A uivalen

1 1+] | 1+ | <21+| |
1+ + | — 1+ | 1+ + | —
a} die Ungleichung gan rechts wahr ist, folgt aus
1+| | =1 2 1+| - |
1+ + | = 1+ |
g 4] — [ +] + |
- 1+ |
r llel gr regel 1+2‘ | +2| |
= 1+ |
) L]+ |
- 1+ |
1
1+ | |
1+ |
< 214+ |
as Lemma ist damit bewiesen.
ir R R und : ma{ pl}gl
v vy gr < Y et 4 AT



ir y gilt wegen der Monotonie der Wur elfunktion

y 1+] y| ?
< 1+ glyl ?
< 14y

_y n( +1)

und die ehau tung ist bereits bewiesen.
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e aritat der eso ente on

Wir werden in diesem Abschnitt die Norm esolventenstetigkeit der O eratoren
{Pa | } Lemma A. .1 und die beliebige ifferen ierbarkeit der esol
venten Lemma A. .2 beweisen, sowie eine arstellung dieser Ableitung Lemma
A. . herleiten.

Zuvor erinnern wir an die ereinbarungen

Yz
RC C_Pel B

Um chreibarbeit u s aren, werden wir gelegentlich die Abkiir ungen R: R
und benut en.

D, 1f ¢ g Pu

R, R
f ! {P el | R } l
s muf} ge eigt werden
lim RC + - RC BH 4

Nach [ 1] Theorem III.19 reicht der Nachweis von

lim R, 4+ —R; BH

a u sei beliebig. Nach der weiten esolventenidentitit und der elbst
ad ungiertheit der P;;  folgt

Ri + —Ri 5% Ri + I + -1 R pyu
< R + I + -I B Ri B
—_——— ~—_—

< <

und der eweis ist vollbracht, wenn wir

lim I + -1 g
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eigen konnen.
a u wihlen wir > Dbeliebig und eigen, dafl mit geeignetem fiir
gilt
I + -1 B < A8

Hier u bemerken wir, dafl wegen D, der radient von I global beschrinkt ist:

su =1 Y z
zyz€ n( +2)
Nach dem Mittelwertsat e istiert et t ein [ 1] derart, daBl
su su I 4+ yz —1 Y z
yze€ n( +1)
su su L  + - Y z
yze "CFD
<  su su ) Y z
tyz € n( +2)
<
womit die leichung A.8 fiir bewiesen ist.

"¢ serr Pa

R¢ R, A9

Wie beim eweis der tetigkeit ist auch hier die Anwendung des Mittelwertsat es
der erndes eweises. Wir eigen, dafl B¢ nach allen oordinaten ; stetig artiell
differen ierbar ist und werden dabei erkennen, dafl man analog fiir hhere Ableitun
gen vorgehen kann.

Mit { j},_ be eichnen wir die tandardbasis des , &% sei die artielle Ablei
tung nach der ten oordinate. iir beliebiges und 1 < 5 < schreibt
sich der ren wert des ifferen en uotienten dann wie folgt, wenn man erneut die
weite esolventenidentitit anwendet:

: R , —R
&R I S ML

I =1
limR, + ; lim T
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wobei wir den Limes in der O eratornorm u bilden haben.
Nach dem vorigen Lemma ist im R, + ; R; . Weiter eigen wir

T . |
* &I Al

lim

a u sei wieder > . Nach dem Mittelwertsat e istiert u ein mit| | ||
derart, daf}

I i =1 - : _
t o - I Yy z oLI + j yz — 0l Yz

T €T

und wegen der gleichméfligen tetigkeit aller Ableitungen von I auf ei
stiert > mit

r + ;-1 .
su su 1 - 0l Y 2
I yze ™D
su su oI+ ; yz — 011 Yz
Il gze mCFD
< su
I
su | |
I
<

amit ist

R _R |
lim | R AT R .,

nachgewiesen und somit R, nach allen ; einmal stetig artiell differen ierbar.
nts rechend der orausset ung gilt die leichung A.1 aber nicht nur fiir

I selbst, sondern kann analog auch fiir beliebige artielle Ableitungen 0 o« N
bewiesen werden:

eI 4+ — oI

lim 10°T 1<j<

enut t man dieses esultat beim ifferen ieren einer ersten artiellen Ableitung,
so bekommt man nach der Leibni regel

0,0 R 0, Re &I R
R; 8,1 R; 03I R¢+ R; 0,001 Re+ R¢ 821 Re 9,1 R

Man erkennt auf diese Weise, dal auch alle weiten artiellen Ableitungen stetig
sind.
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a man dieses erfahren offensichtlich beliebig oft fortset en kann, ergibt sich,
daf beliebige artielle Ableitungen von R e istieren und stetig sind. aher ist

R, und die ehau tung des Lemmas bewiesen.
a N la| > " ch h ¢y o
la|
R > Y. ey wR¢OPI R OPI R RO R All
= 71+---+’Yl:a
#Y; €

Wir werden den eweis induktiv iiber |o| fithren.

Um die Ausdriicke iibersichtlich u halten, be eichnen wir fir 1 < || mit I, !
die [ Tu el von Multiindices ungleich Null, deren umme gerade « ist:

I, 1 : { l | i N + + a}
Weiter vereinbaren wir

, : R&I R RAOI R A.12

und die leichung A.11 schreibt sich et t als

la

8:R Z Z Cyiom l Al

= Y-V € al

iir den Induktionsanfang ist |@| 1, und wir notieren I, 1 {a}.
s ist u eigen, daf} ¢, e istiert mit

82R  coR; 821 Re

ieses wurde beim eweis des vorigen Lemmas mit ¢, 1 bereits nachgewiesen.

Um den Induktionsschritt u eigen, nehmen wir an, daf} ein N e istiert, derart
dafl die Aussage des Lemmas fiir alle 5 N mit |f] —1 N wahr ist.
Nun sei @ N mit |« beliebig, so dafl wir schreiben kénnen « 8+ mit

|| I
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iir [ |B] ergibt sich durch Anwendung der Leibni regel auf 1 Il

1
Cy1

o¢ . ¢ ROMI ROPI R RN R

RO RO'T ROPI R RO R
+RO'I ROI R R YPI

+ 4+

+RO'T ROPI R ROYTI ROI R
+RO M ROPI R RO R
+RO'T RO ™I R RO R

+ o+

YROMT ROPI R RO M R

Wir berechnen nun 0% R, wobei wir die Induktionsvorausset ung und die eben her

geleitete arstellung von 0% ; benut en:
O°R ¢ PR
8]

. ae[z Z Cyi l]

I= m..vm€gl
Ll

> X wa[ ctot l]

I= m.megpl
18]

+> 0> c%%[ + L+t l+]

I= m..megpl

Wegen « + B hat man fiir 1 </ < —1 die Mengengleichheiten

I, l+1 1 l 1 I/jl
I, 1 + l + l I/Bl

so dafl man weiter erhilt

al
;R Z Z Cyi !
= MeMEal
laf—
+ Z Z Cy oy !

= Y-V € al

abei gehen die oe ientenc,, ., undc,, -, ausden altenc,,  hervor und sind
daher natiirliche Zahlen. afit man in der let ten leichung die mehrfach vorkom



menden Terme usammen, so ist mit geeigneten oe ienten schliefllich

al

Oz R Z Z Cy1 m !

I= y..m€al

amit haben wir den Induktionsschritt bewiesen, dennn dieses ist gerade die Induk
tionsbehau tung fiir a.
er Induktionsbeweis ist damit abgeschlossen und das Lemma bewiesen.
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. Die Operatoren nd

In diesem Abschnitt wird ge eigt, dafl die O eratorendesT s ¢

be iehungsweise ¢ fiir beschrinkte O eratoren in sind.
abei sei an die e eichnungen ¢ und ¢ aus

dem Hau tteil erinnert.

Wir erwadhnen als erstes, daf} fiir die unktion : di e
ren ierbar ist, und man durch einfaches i eren ieren nachweist, daf} sie fiir
inklusive aller ihrer Ableitungen global beschréinkt ist

su Yy z
+1
Y 2z
wobei wir die Abkiir ung y » verwenden.
amit gilt
A.
m chreibarbeit us aren, seien wahlweise be iehungsweise
und sowie . n beiden éallen ist der ulti
likationso erator unter der orausset ung ein beschrinkter O erator und
damit relativ beschrinkt u mit beliebig kleiner chranke.
it dieser otation ist unéchst B fiir B . Wegen der
relativen eschrianktheit gilt dann auch
A B A.

a wir s dter die esolvente entlang eines Weges in der esolventenmenge integrie
ren, und wir dann auch eine uniforme chranke fiir brauchen werden, bemerken

wir an dieser telle, daf im all die orm alleine durch den Abstand von
um  ektrum von bestimmt wird.
evor wir ur eigentlichen ro osition A. . kommen, beweisen wir ein emma,

das dort beim eweis gebraucht wird.
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