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1. Einleitung

Thema dieser Arbeit ist die Streutheorie fiir kurzreichweitige Verunreinigungen in
eindimensionalen Kristallen. Das vorliegende Problem kann mit Hilfe der
nichtrelativistischen Quantenmechanik untersucht werden. Hier ist die Dynamik eines
Systefns iiber die Schrodingergleichung durch seinen Hamiltonoperator bzw. die von ihm
erzeugfe unitdre Gruppe bestimmt. Das grundlegende Konzept der Streutheorie besteht
im Vergl.eich" der vorliegenden Dynamik mit einer (im allgemeinen) einfacheren
Dynamik, der sogenannten freien Dynamik. Der Streuvorgang wird beschrieben durch
die Wellénoperatoren

OF = slim tHte—Hot po
t—+ oo ae
bzw. durch den Streuoperator §:=0"Q~* Die Symbole H und Hy sollen die
Hamiltonoperatoren fiir die gegebene und die freie Dynamik bezeichnen sowie P2, den
Projektor auf den bzgl. H, absolutstetigen Teilraum des zugrundeliegenden
Hilbertraumes. Hier stellt sich die Frage, ob obige Objekte wohldefiniert sind, d.h. es
sind die Existenz und die Vollstindigkeit der Wellenoperatoren zu untersuchen, wobei

man die Wellenoperatoren als vollstindig bezeichnet genau dann, wenn gilt

Ran Q% = Ran Q" = Ran P2

Ein naheliegendes Anwendungsfeld fiir die Streutheorie sind Zweikérperprobleme. Nach
geeigneter Koordinatentransformation kann man die Dynamik eines Zweikérpersystems
beschreiben als Bewegung des einen Teilchens im vom anderen Teilchen erzeugten
Potential V. Die zu untersuchende und die freie Dynamik sind also hier durch die
formalen Hamiltonoperatoren H:= —A+4V bzw. Hy:= —A bestimmt. Derartige
Probleme sind einer Untersuchung gut zuginglich, zum einen weil die freie Dynamik
sehr gut studiert ist und zum anderen weil H, ein rein absolutstetiges Spektrum hat, so
daB die Wellenoperatoren auf dem ganzen Hilbertraum definiert sind. Es sind hier viele

Klassen von Potentialen untersucht worden; einen Uberblick geben Simon [S] und

Reed/Simon [R/S].

Ein weiteres fiir die Anwendung der Streutheorie interessantes System besteht aus



einem Teilchen in einem unendlich ausgedehnten Kristall, der an einer Stelle
verunfeinigt ist. Dieses Modell ist zum Beispiel geeignét, das Verhalten eines Elektrons
an einer Stoérstelle im Halbleiter zu beschreiben. In geeigneten Koordinaten kann die
Dynamik aufgefaBt werden als Bewegung des Teilchens in einem Potential V + Q, wobei
V' das periodische Potential des Festkorpers und @ das Potential der Verunreinigung
bezeichnet. Die zu untersuchende und die freie Dynamik sind hier durch die formalen
Hamiltonoperatoren H := —A+V +Q und Hy:= — A +V bestimmt. Anders als beim
Vorhe‘r“ betrachteten Problem ist hier der Operator H, weniger gut studiert, so daf
héiuﬁg“ vor der Untersuchung der Wellenoperatoren eine Analyse des Operators H,
notwendig ist. Zu Streuproblemen dieser Art gibt es Arbeiten von Thomas [T] und
Bentosela [B]. Beide betrachten das dreidimensionale Problem mit einem periodischen
Potential'! V € L}, (R%). Thomas zeigt die Existenz und Vollstandigkeit der

Wellenoperatoren bei Stérungen @, fiir die

QF (1-2)""

ein Hilbert-Schmidt-Operator ist. Bentosela gibt neben dem Beweis von Existenz und
Vollsténdigkeit der Wellenoperatoren eine Eigenfunktionsentwicklung an, wobei er
Potentiale @ € L}, (R®) betrachtet, die mit geeignetem >0 im Unendlichen wie
r~(2+¢) abfallen. Beim Beweis der Existenz und Vollstandigkeit der Wellenoperatoren
verwenden beide Autoren abstrakte Methoden, die von Kato und Birman fiir sogenannte
Spurklassestérungen entwickelt wurden. Angeblich wurde auch in der Schule von

Birman auf diesem Gebiet gearbeitet.

In der vorliegenden Arbeit wird das eindimensionale Problem mit V € L, (R) und
Q € L'(R) untersucht. :

Im dritten Kapitel geht es darum, fiir die Operatoren H, und H je eine
selbstadjungierte Realisierung in L*(R) zu definieren. Die schwachen Bedingungen an die
Potentiale V und @ machen es notwendig, hierbei auf Formtechniken zuriickzugreifen.
Der Operator H, wurde bereits in meiner Studienarbeit untersucht. Als Voraussetzung
fiir eine etwas elegantere Analyse wurde im vierten Kapitel eine Darstellung von H, als
direktes Integral iiber eine Familie von Faseroperatoren konstruiert. Auch hier miissen
Formtechniken angewandt werden.

Im finften Kapitel werden zunichst die Faseroperatoren untersucht, wobei die

entscheidenden Aussagen (Lemma 5.1 und Satz 5.2) im wesentlichen aus der

1Die Bezeichnungen insbesondere der Funktionenrdume sind in Kapitel 2 erldutert.
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Studienarbeit {ibernommen sind. Die Analyse von H, ergibt schliefllich ein rein
absolutstetiges Bandspektrum.

Im sechsten Kapitel werden die analytischen Grundlagen erarbeitet, um die L'-Stérung
@ zu kontrollieren. Es werden Eigenlosungen fiir die Differentialoperatoren H, und H
konstruiert, wobei die Eigenlosungen fiir H aus denen von H, als Losungen von
geeigneten Volterra-Integralgleichungen gewonnen werden. Mit den Eigenlosungen
kénnen schlieflich die Resolventen fiir die Operatoren H, und H konstruiert werden.

Im siébenten " Kapitel werden die zentralen Gleichungen der =zeitunabhingigen
Streutheo‘rie, die Lippman-Schwinger-Gleichungen, untersucht. Fir deren Losungen
gelingt eine Eigenfunktionsentwicklung. Ein Ergebnis der Eigenfunktionsentwicklung
sind Auésagen iiber das Spektrum von H: Im Inneren der Binder gibt es ein rein
absolutstetiges Spektrum, es kénnen zwischen den Béndern oder an deren Rand
Eigenwerte auftauchen, wihrend ein singuldrstetiges Spektrum ausgeschlossen werden
kann. '

Im letzten Kapitel werden mit Hilfe der oben erwdhnten Methoden von Kato und
Birman die Existenz und die Vollstindigkeit der Wellenoperatoren gezeigt. Am Ende
gelingt es, eine Darstellung der Wellenoperatoren und damit des Streuoperators iiber die
Eigenfunktionsentwicklung zu erhalten.

Anzumerken ist, dafl der wesentliche Aufwand nicht im Beweis der Existenz und
Vollstindigkeit der Wellenoperatoren bestand, sondern in der Konstruktion einer
Darstellung der Wellenoperatoren. Dabei ist fiir das Storpotential die Integrierbarkeit

eine unerlifiliche Bedingung.

Ich mo6chte mich bei Prof. Dr. Hellwig fiir das Zustandekommen dieser Arbeit bedanken
sowie bei Dr. Klein und Prof. Dr. Wiist fiir ihre ausgezeichnete Betreuung und
Ermutigung. Weiterhin danke ich Frau Viefhaus und den Herren Maier, Poelchau,
Vofibeck, Widmann und Wiehe fiir fruchtbare Diskussionen.

2. Bezeichnungen

In einem normierten Raum (X, | I} bezeichne fiir jedes z € X und jedes r >0 das
Symbol K, (z) die offene Kugel um z mit Radius r, und fiir jedes M C X sei M der
- Abschlufl von M.



Tupel werden in dreieckigen Klammern geschrieben z.B. : (z,, z,, z,)

Das Skalarprodukt in Hilbertrdumen wird mit (-, -) bezeichnet und sei im zweiten
Eingang linear?. Sei also (H, (-, -)) Hilbertraum. Dann seien folgende Bezeichnungen fiir
Réume von Abbildungen aus H in H vereinbart:

2(H ) : Raum der linearen Abbildungen aus H in H,

B(H)  :Raum der beschrinkten linearen Abbildungen aus H in H und

$(H) - :Raum der selbstadjungierten linearen Abbildungen aus H in H.

Ferner sei das orthogonale Komplement von M C H mit M * bezeichnet.

Sei A ein linearer Operator aus H in H. Dann wird mit A* sein Adjungierter

bezei chziet .

Seien (Hy,(-,-);) und (H,(-,-),) Hilbertrdume. Dann bezeichne H, @ H, den
Hilbertraum (H, x H, (-, -)) mit

((mn yl>’<$2,y2)) = (37175”2)1 + (3/173!2)2 (5”1v$2 € Hy, y1,y, € Hz)-

Seien I C R ein Intervall und n € N. Dann seien folgende Bezeichnungen fiir die Riume

von Funktionen von I nach C vereinbart:

LY(I)  :Raum der (Aquivalenzklassen der) absolutintegrierbaren Funktionen,
L¥I) :Raum der (Aquivalenzklassen der) quadratintegrierbaren Funktionen,
Li,(I) :Raum der (Aquivalenzklassen der) lokal integrierbaren Funktionen,
L}OC,U(I ) : Raum der (Aquivalenzklassen der) lokal uniform integrierbaren

Funktionen, d.h.
. a+1
LD ={feLintr) / 23>0 vacr [If]<at

C*™(I) :Raum der beliebig oft stetig differenzierbaren Funktionen,

C"(I)  :Raum der n-fach stetig differenzierbaren Funktionen,
AC(I) :Raum der absolut stetigen Funktionen,
H"(R) :n-ter Sobolevraum, d.h. der Raum aller Distributionen, deren Fouriertransfor-

mierte durch eine mefibare Funktion dargestellt wird, fiir die gilt:

/ (1+ B2 (k) dk < oo.
R

?Das ist die Konvention von [R\S].



Der Iﬁdex 70” soll den Raum der betrachteten Funktionen auf solche mit kompaktem

Tréger einschrinken.

Fiir eine Menge M und deren Teilmenge N definiere y, die charakteristische Funktion
von N durch

XN ¢ M_')[Oal]

1 zeN

0  sonst.

xn(z) = {

3. Definition von Hyund H

Ziel ist es, fir die formalen Operatoren -A+V und -A+V+Q je eine
selbstadjungierte Realisierung H, bzw. H in L*(R) zu finden. Vf € L*(R) ist nicht einmal
fir f € Cy (R) garantiert, so daB man H, und H nicht als selbstadjungierte Fortsetzung
eines minimalen Operators mit Definitionsbereich Cg’(R) erhalten kann. Deshalb
konstruiert man H, und H iiber die zu ihnen (im Sinne des Darstellungssatzes®)
assozilerten dicht definierten, symmetrischen, halbbeschrankten, abgeschlossenen

Sesquilinearformen in L(R).

Zur Vereinbarung einiger Begriffe aus der Theorie der Sesquilinearformen folgt

Definition 3.1:
Seien H ein komplexer Hilbertraum und D C H Teilraum.
a) t:D x D—C heiBe Sesquilinearform genau dann, wenn fiir festes f € D die Ab-
bildungen t(f, - ) linear und t( -, ) konjugiert linear sind.*

Sei t:D x D—C eine Sesquilinearform.

3siehe z.B. [K, Theorem VI-2.1]

“Das ist die Konvention von [R\S].



b) Die zu t gehdrige quadratische Form sei definiert durch
t(f) == t(£,f) (feD).
Mlt der Polarisationsidentitit
tEg) = [t(E+e) —t(i-g) +it(E+ig) i H(E—ig)] (3.0)

sieht man ein, da8 die Bezichung zwischen quadratischen und sesquilinearen Formen

eineindeutig ist. Im folgenden werden beide hiufig nur noch als Formen bezeichnet.

c) t heiBe dicht definiert genau dann, wenn D dicht in H liegt (da im folgenden nur
noch dicht definierte Formen auftauchen werden, wird diese Eigenschaft nicht
mehr explizit erwdhnt werden), und

-d) t heiBle symmetrisch genau dann, wenn

t(f,g) = t(g,f) (f,g € D)

Sei t zusdtzlich symmetrisch®.

e) Es heiBle t halbbeschrinkt genau dann, wenn es ein v € R gibt, so daB
6(£) > v I (fe D).

v heile dann eine untere Schranke von t.
Sei zusétzlich t halbbeschrinkt mit Schranke v € R.
Seien D"C H , t"D"x D’— C eine weitere Form und o € R.
f) Es heife t’ relativ formbeschrinkt bzgl. t mit Grenze o genau dann, wenn D' O D

und es zu jedem positiven ¢ ein positves § gibt, so daB
[¥(6)] < (a+e) t(f) + 6 I (fe D).

Man kann zeigen, dafl

IEll, = t()) + (1 — Wz

SFiir symmetrisches t gilt

t(f) €R (fe D).



eine Norm auf D definiert [ K, VI-§1.3, p.314 | und daB unterschiedliche untere
Schranken dquivalente Normen erzeugen.

g) Es heile t abgeschlossen genau dann, wenn (D, || 1) vollstindig ist.

Es sei zusétzlich t abgeschlossen.

h) Dy C D heile Formcore von t genau dann, wenn Dy, dicht liegt in (D, || 1).

Es geht im folgenden darum, Formen hg und h zu finden, so daB einerseits

o hO(f’g) = (fa[ - A + V]g) (f € D(ho)vg € D(HO))
und B hif.g) = (L[ - A+ V+Qlg) (f€D(h),g € D(H))

und andererseits hy und h symmetrisch, halbbeschrinkt und abgeschlossen sind. Dazu
faBt man h, und h als Stérungen der zum Laplaceoperator assoziierten sogenannten

Dirichletform

d(f,g) = (f.g) (fg € H(R))

auf, die symmetrisch, nicht negativ und abgeschlossen ist. Aulerdem weiB man, daB der
dichte Definitionsbereich, die Abgeschlossenheit und die Halbbeschranktheit stabil sind
unter relativ formbeschrinkten Stérungen mit kleinerer Schranke als 1; da V und Q
reellwertig sind, bleibt auch die Symmetrie erhalten. Anzumerken ist noch, daf der
Darstellungssatz zwar die Existenz eines selbstadjungierten Operators garantiert, jedoch

dessen Definitionsbereich nicht mitliefert.

Zunichst das technische

Lemma 3.2:

Esgilt Ve >0 36>0 Vi€ ACR) VaceR VceR

5 a41 ) T a+l )
ff <] |t "ay +5] J¢v)] "ay.



Beweis:
Seien f € AC(R), a €R, c € [a, a+ 1] und n € N. Dann ist mit [K, IV-(1.19)]

a+1 a+1
2 1
l£(c)] < 2§+3 J;If'(x)l dx + ;;3 l l|f(x)|2dx. (3.1)

6

Unter Verwendung von
(@+8) < (1+p)e? + (1+5)6° (¢€R, BER, u>0)

liefert (31) nach Quadrieren:

a+1 2 a+1
2 2 n+1
f)f < () kg 160"+ a+h SEE [0’ w>0), (32)
so dafl die Behauptung folgt. -0

Die relative Formbeschranktheit bzgl. d der zu V und Q gehérigen Formen wird

garantiert durch

Lemma 3.3:
Sei We L, ,(R) und reellwertig. Dann ist

w(f,g) = J? W g (fg € H(R))

R

wohldefiniert und relativ formbeschrinkt bzgl. d mit Grenze 0.

Beweis:

Sei WE L, o(R). Zu zeigen ist: Ve > 0 36> 0 Ve H(R)

lw@)|<edf)+68 |1

Sei € > 0. Nach Lemma 3.2 gibt es ein § > 0, so da8

Y

lfw)f < f dff +4sf (yER).

Y

®Die Gleichung folgt aus der binomischen Formel.

—8 —



Damit ist

+

w(f)< (W) |ffdy < le [ dsf+asPay. (3.4)

R Y
Um die rechte Seite umzuformen, betrachtet man zunichst endliche Integralgrenzen.

Seieri a>0 und
| Y
I(y) = [Iw] (vER)
0

+

sowie : 9.5y I €|f| +¢51f| (y €R). (3.5)
Dann folgt mit partieller Integration und einer Substitution:
a - y+ -a+1
[ww) (| g.9ay=1@] g.,) = H-a)] g, -
- Yy a ~a
I(y)g, sy +1)dy + J Ig, s
—a+1 a
= 1@ 9,5 10 g, J )9, sy + 1)dy +

+1 a+1
I(y+1)g, (y+1)dy +I Ig, s— JIgea

- a

'h—sn

a+1 -a+1

= [ W@ - 1w)g, v+ [ ()~ T(~a)g, )y +

a

+ [ @+ - 160, 0+ Dy

< j I(—a+1)~I(-a)g, v)dy +



a

+ | U=+ D)g, v+ 1)

wobei im letzten Schritt die Monotonie von I ausgenutzt wurde. Nach Voraussetzung

gibt es ein M > 0, so daf gilt:

Iy)—I(y+1) = WI<M (y €R).

c%ﬁk

Damit folgt: :

Jivor s <u{ oo Josn) - (o).

Der Grenziibergang a—oo liefert mit (3.4) und (3.5)

2
|w(f)] < Me7'f + M6 | £,
- R R
und die Behauptung folgt mit der Polarisationsidentitit (3.0). a

Da sowohl V als auch V +Q in L}oc’ +(R) liegen, erméglicht Lemma 3.3 die

Definition 3.4 :
Seien
of,9)= [FVg (fr9€ H'®),
R
af,9)= [FQg (fr9€ H'(R))
R

und hy:=d + v sowie h:=d +v+gq.

Eine weitere Folge des Lemmas 3.3 ist

Satz 3.5 :

Es sind hqund h symmetrische, halbbeschrankte und abgeschlossene Formen in L*(R).

—10 —



Beweis :

Die Symmetrie folgt aus der Symmetrie von d und der Tatsache, daB V und Q
reellwertig sind. Da d selbst halbbeschrinkt und abgeschlossen ist und da nach
Lemma 3.3 sowohl v als auch v+ ¢ bzgl. d relativ formbeschrinkt mit Schranke kleiner
1 sind, folgen nach [K, Theorem VI-1.33] die Symmetrie und die Abgeschlossenheit

sowohl von hq als auch von A. O

Mit Hilfe des Darstellungssatzes kommt man nun zu selbstadjungierten Realisierungen
von —A+Vund —-A+V +Q:

Definition 3.6 :
Die iiber den Darstellungssatz definierten eindeutig zu hy und % assoziierten selbst-

+adjungierten Operatoren in L*(R) sollen H, und H heifien.

& "’Darstellung von H; als direktes Integral

In diesem Kapitel geht es darum, eine besondere Eigenschaft des Operators H, zu
untersuchen: Bedingt durch die Periodizitit des Potentials V hat H, eine Darstellung
als sogenanntes direktes Integral iiber eine Familie von Faseroperatoren {H(k)}, _ [0, 27
Dabei  wirken die  Faseroperatoren als  Differentialoperatoren  auf dem
Periodizitétsintervall [0,1] und haben die formale Gestalt Hy(k) = — A +V , wobei die
Restriktion von V' auf das Periodizititsintervall [0,1] auch mit V bezeichnet wird. Der
Scharparameter k geht lediglich iiber die sogenannte Blochsche Randbedingung in die

Definitionsbereiche der Operatoren H (k) ein.

Genau wie im letzten Kapitel werden zunichst geeignete Formen konstruiert, auf die
dann der Darstellungssatz angewendet werden kann:

Lemma 4.1 :

Seien H Hilbertraum, D C H dicht, #: D—H eine symmetrische, halbbeschrinkte

Form mit unterer Schranke v < 0 und 7: D—H linear mit

—11 —



t(f) =|Tf|f (feD).

Dann gilt:
a) tist genau dann abgeschlossen, wenn T abgeschlossen ist.
Seién zuséitzlich ¢ abgeschlossen und Dy C D. Dann gilt:

b) D, ist ein Formcore von T genau dann, wenn D ein "core”” von T ist.

Beweis :

Seien || Il die Graphennorm von T und f € D. Dann gelten

17 < 111,

£, <= 171

: xh die Normen sind dquivalent. Daraus folgt die Behauptung.

: Shtz 42 :
Seien k € R, D(d;) == {p € AC([0,1]) | (1) = €*¢(0), ¢’ € L*([0,1]) } und

dilp,¥) = [P¥ (% € D(dy))

0

sowie Oilp) = 1! (¢ € D(dy))

Dann gelten

a) 0, ist selbstadjungiert,

b) d; ist symmetrisch, nicht negativ und abgeschlossen,
c) 1

vl = [PVy (9% € D(dy))

0

ist wohldefiniert und relativ formbeschrankt bzgl. d; mit Grenze 0 und zwar
uniform in k, sowie

d) hy:= dy + v, ist symmetrisch, halbbeschriankt und abgeschlossen.

Tsiehe [ K, III-5.3, p.166 ]

—12 —



Beweis :

a) siehe [ R\S I, p.259 ]

b)folgt aus Lemma 4.1 a).

c) Seien k € R und ¢ € D(dy). Dann ist

1

(e, V)l < JVwF SV e (4.1)

Sei z € [0,1]: Dann gilt

le@f = [(ef) + leOf

z‘_l 0

= 2 Re Jgogo + o(O)f. (4.2)
0

Sei weiterhin € > 0. Dann ist einerseits mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

£ nd der binomischen Formel:

< 2(T|so'|2 )%(TWF)% < 6TI¢’F+%TI¢P (4.3)

0] 0

¥

<2

2 Re J"cﬁ'go
0

J?f'so
4]

und andererseits liefert Lemma 3.2 (angewendet auf eine absolutstetige Fort-

setzung von ¢ auf R ) die Existenz eines § > 0, so daB gilt:

1

[eOf < eflwf+6]j0f- (44)

0 0

Mit (.4.3) und (4.4) liefert also (4.2):

1B, < eflef+ (2+6)[1op (45)

0 0

so daB8 mit (4.1) und der Polarisationsidentitit (3.0) die Behauptung folgt.
d)folgt aus b) und ¢) mit [K, Theorem VI-1.33]. a

Anders als im dritten Kapitel wird es wichtig sein, die Definitionsbereiche der

Faseroperatoren Hy(k) zu kontrollieren. Dazu



Satz 4.3 :
Seien k € R und Hy(k) der tiber den Darstellungssatz definierte eindeutig zu h,
gehorige halbbeschrankte, selbstadjungierte Operator in L*([0,1]) und

M ={p€ AC([0,1]) | p' € AC([O, 1), —¢"+ Ve e L¥([0,1]),
o(1) = e*p(0), (1) = e"p(0)}-

Dann ist D(H(k)) = M .

Beweis :
SeikeR. 7 C” Seien ¢ € D(Hy(k)) C D(dy), ¢ = Hy(k)p und x € D(d}). Dann ist

1

}W = 06Ho(k)p) = hilx; ) = ]Y'SO’*F JYV‘P- (46)

. 0
]

Wegen 1+ € L*([0,1]) ¢ L'([0,1]), » € L*([0,1]) und V € L([0,1]) existiert nach dem
: :aupt‘satz der Lebesguetheorie ein z € AC([0,1]) mit 2’ = ) — V. Damit folgt aus (4.6):

”"‘5? - 1 1 1 1 1 1
G +2) = [Xo+ [X2 = [xo4xe| - [xw-Ve) =%z . (4.7)
0 0 0 0 0 0
1
Seien c:= Jgo' +z (4.8)
: 0
und X (@)= [(g+2-0) (z €[0,1]). (4.9)
0

Wegen x (1) = x_(0) = 0 ist dann x_ € D(d,) und mit (4.9), (4.7) und (4.8) folgt

1 1 1
J{go'—l—z-—cf:(xc',cp'—kz)—cjgo'ﬁ-z—c :Yzl():O,
0 0

d.h. p+z=c (4.10)

zunichst im L?-Sinn, jedoch mit einem geeigneten Reprisentanten auch als Gleichheit
von Funktionen.
Damit liefert partielle Integration von (4.7) fir alle x € D(d,) :

1 PR

0= x|+ %0+ 2] =W (1) - XO(0) = FROW() - X))



Woraqé folgt
w(1) = e*p(0) .
Aus (“4.10) folgen ¢ € AC(]0,1]) und
‘ 0 =@+ 2=+ =Vo= — (=g + Vo) + Hyk)o,
also inSbésondere — "+ Vo e L*[0,1]). Also ist p € M.

727 : Sei p € My C D(hy). Dann ist fiir alle y € D(h;) mit partieller Integration
unter Berficksichtigung der Randbedingungen

1 1 1
hi(x, ) = J Y’¢'+JYV90 = IY(—SO’HLVSO)- (4.11)
0 0 0

3

Wegen — ¢+ Vo € L*([0,1]) ist nach dem Darstellungssatz ¢ € D(H(k)). a

 ¥m die Abhéngigkeit der Faseroperatoren Hy(k) vom Scharparameter k formulieren zu
konnen, werden in den folgenden beiden Definitionen einige Begriffe vereinbart, in der

Weise wie sie auch in [R\S] verwendet werden:

Definition 4.4 :
Seien H ein separabler Hilbertraum und (X, u) ein o-endlicher Maraum.
a) Es heiBe f: M—H (schwach-) mefibar genau dann, wenn fiir alle ¢ € H die
Abbildung Y M—H, P, = (1, f(-)) meBbar ist.
Es gibt alternative Definitionen der Mefibarkeit, die sich aber schlieBlich als
dquivalent zur obigen herausstellen. Man kann auch zeigen, daB fiir meBbare f: X—H

die Abbildung n;:X—[0,00), ns:= | f(-)|| ? meBbar ist. Damit ist es sinnvoll, zu

definieren :
53}

b) fHdp = {f:X—H | f meBbar und J | f(2) || *du(z) < oo}
X X

Man kann zeigen, dafl mit

(£,9)+= [ (F@), 9(@))dulc) (f,9€ [Hdp)

X

P B
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Hdy - 7u einem Hilbertraum wird.

—D

c) Esheifle A(-): X—B(H) meBbar genau dann, wenn fiir alle o, € H die Abbil-
dung (¢, A(-)¥): X—C meBbar ist.

d) Es heifie A(-): X—9(H) meBbar genau dann, wenn (A(-)+ i)~ ‘meBbar ist.

Ma‘_h kann zeigen, daB fiir mefbares A(-): X—¥(H) und mefbares f: X—H mit

D D
D(| Aw)di(a)) = {1 € | Hd| f2) € D(AG) j | A@)f(@) ]| *du(a) < oc}
X D X 9
durch J (z)du(z) f (:I:) = A(z)f(z) in JHd,u
X

ein 'selbstadjungierter Operator definiert ist.

Definition 4.5 :
Seien H Hilbertraum, Q0 C C und T:Q—L(H). Dann gelte:

heifit analytisch im Sinne von Kato genau dann, wenn fiir jedes z €  gilt:

N

: ist abgeschlossen, hat eine nichtleere Resolventenmenge, und es gibt ein
g € p(T(z)) sowie eine Umgebung U von z, so daB fiir jedes € U gilt E € p(T(3)),
und (T(-)) — E) ™ list in U analytisch®.

Im folgenden Satz wird die Resolvente der Faseroperatoren Hy(k) untersucht und wie
schon angedeutet die Abhingigkeit vom Scharparameter analysiert. Besonders im
Hinblick auf die Analyse des Spektrums des Operators H, im folgenden Kapitel wird es
sich als sinnvoll erweisen, auch komplexe Scharparameter zuzulassen. Im Beweis muB
man die zum Operator H(k) gehérige Eigenwertgleichung betrachten. Dazu das fol-

gende Lemma. Aufierdem wird noch ein Lemma aus der Analysis benétigt.

Lemma 4.6 :
Sei E € C. Dann hat die Differentialgleichung® (im folgenden DGL )

—uw+Vu—FEu=0

8Zur Definition der Analytizitit von banachraumwertigen Funktionen siehe

[R\S-1, VL3, p.189 ]

9Alle DGLen und IGLen sind als Aussageformen mit dem Quantor fiir fast alle ( - ) bzgl des

Borel-Lebesgue Mafles zu verstehen.
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in [0,1] genau ein Fundamentalsystem {f (-, E), f _(-, E)}, fiir das gilt:

) F.(0,B)=f_(0,F) =1
und fl+(0aE)=f—(07E) =0,

b) i f+(-,E) ( f_( ,E)) ist die eindeutige Losung der Volter;‘a-Integralgleichung8
(im folgenden VIGL )

(e, B) = cos({Ez) 4 [ N1

0

V(t)u(t, E) dt (z €[0,1))

( u(z, E) = ffiﬁ%.ﬁﬂ_;_ f@\l%v—_t—)V(t)u(t, E) dt (z € [0,1])) )

B

| c) fiir festes € [0,1] sind f 4 (z, -) und f', (2, -) reellanalytische Funktionen in

’ga‘,nz C und
) ‘es sind  Er |f+(-,E) ILO und E»—*" fi(-,E) ILoin C lokal beschrinkt.

Beweis :

Man argumentiert wie im Beweis von Satz 6.3 (Iteration). 0

Lemma 4.7 :
Seien Q C C offen, (X,du) MaBraum, ¢: Q x X—C beschrankt und fiir jedes z € Q die
Funktion ¢(z, -) mefbar sowie fiir jedes feste t € X die Funktion ¢(-,t) analytisch.

Dann ist
f= Jgo( -, t)du(t) analytisch mit 0f = Ialw( -t du(t),
X X
d.h es gilt
. 2,t) — p(2g, ¢
tim [EENZEE) 5000) dut) -0 (e 0)
Beweis :

Seien zy € Q und r > 0, so da K,(z9) C Q. Dann gilt fiir alle z € K%(zo) mit der Cauchy-
Formel fir alle t € X:

—17 —



oot =t = o [ ) G-t s
0K r(2q)

zZ— z)_(zo— 2g)

oy
o,

©(2,1) E dz ,

0K r(zp)

I
3]

aso |0(zt) = 9(20,8)| < sup(| 0| (X X)) | 70— 2] &

Damit ist dann nach dem Satz fiber majorisierte Konvergenz:

lim f(z) = f(zo) = lim Jgo(z,tz):;po(zo,t) du(t) = J O01¢(2,t) du(t) <oo. O

z—zy 2 %0 z—2,
X
Satz 4.8 :
«..Sei ke C. Definiere
S+ Hy(k)yp == — ¢+ V) (¥ € D(Ho(k)))

mit  D(Ho(k)) = {p € AC(0,1]) |¢' € AC((0,1]), —¢"+ Vi € L¥([0,1)),
(1) = e*p(0), ¢(1) = ¥ (0)}.

Dann gelten :
a) Seien E ¢ o(H(k)) und fiir feste z,y € [0,1]

R1 L= (1) — e**u(0)

und B, uwi=w()—c*u(0)  (ue {p e AC(0,1) ¥ € AC(0,1]) } ),
MB)s= R, f (BB, f_(-.B)=F, f (\ER ,f_(-B),

re =r<(z,y) = min{z,y}

rs =rs(z,y) = maz{z,y}

7($7y7E) = %(f_(?"<,E)f+(7‘>,E)—f_(T‘<,E)f+(7‘>,E)),
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+(@E) f_(z,E) (e,y, E)

f
'Zk(w,y,E):=det ( Rl’kf+('7E) Rl’kf_(',E) Rl,k7('7yaE) )
R2,kf+("E) R2’kf__( ’E) Rz’k’Y('ay)E)
— Zx(2,y, E)
:vaann ist die Resolvente von Hy(k) an der Stelle E :
| 1
Ry(EY = | Ri(-,3, E}(y)dy (¥ € Z([0, 1)
0

b) Hy(k) hat eine kompakte Resolvente!®.

c) Hy(-) ist eine in ganz C analytische Funktion im Sinne von Kato.

@
+.d) Esist J Ho(k)% selbstadjungiert.
[0,27)

weis 1

158t sich aﬁalog zu [H, II.1.2, Satz 3] beweisen, wobei zu beriicksichtigen ist, daf} hier

W(f+($,E),f_($, E)) =1 (:E € [0’1])

gilt!l. W bezeichnet die Wronskideterminante .

b) und c¢) Fir feste z,y € [0,1] und E € C sind k—AL(E) und k—Z(z,y,E) ganze
Funktionen. Als Quotient ganzer Funktionen (mit einem Nenner ungleich der Null-
funktion) ist R(.)(z,y, E) in C meromorph. Genauso ist fiir feste z,y € [0,1]und k € C
die Funktion R,(z,y, -)in C meromdrph.

Sei E € C und k keine Nullstelle von A(-)(E). Aus der Beschrénktheit der f (-, E)
und ihrer Ableitungen (Lemma 4.5 d)) sowie der lokalen Beschrinktheit von pe’?

folgt die Existenz einer Umgebung U von k, fiir die gilt

Osiehe auch [R\S-IV, Theorem XII.64]

1piir eine lineare DGL zweiter Ordnung der Form
u'(z) + a(z)u(z) = b(z) (zel)

mit einem geeigneten Intervall I C R und geeigneten a,b € L}(I) ist die Wronskideterminante

zweler Losungen immer unabhéangig von z.



cy = sup |R()(-, -, E)|([0,1]x[0,1]x U) < oco. (4.12)
Zusammen mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt
11
| BoBYI* < [ [ | Rolio,, B) | dyds < ey(B) < o0 (pel).  (413)
00

Esrzgilt also b). GeméB Definition 4.5 sind zu zeigen :

(i) k p(Ho(k)) ist nicht leer,

(i1)- Hb(k) ist abgeschlossen und

(iii) p—Rp(E) ist in U analytisch.

Es gilt (i), da z.B. E € p(H(k)). Zu (ii) iberlegt man sich, da8 Rk(E) als be-
schrankter auf ganz L*([0,1]) definierter Operator abgeschlossen ist. Das ist aber
dquivalent zur Abgeschlossenheit von (Hy(k) — E) ..

. Fir (iii) gentigt es wegen (4.13), zu zeigen
11
it
' .»g&f‘Das folgt aber aus Lemma 4.7 mit der Beschranktheit aus (4.12).

d)Nach c) ist die Restriktion von Hy(-) auf ([0,27)) insbesondere meBbar. Fiir

k €[0,27) ist Ho(k) nach Satz 4.3 selbstadjungiert und damit folgt aus
[R\S-IV, Theorem XIII.85] die Behauptung. a

Rk Z ya Rp(w Y, )
- P

Es wére bequem, wenn man sich beim Beweis der unitdren Aquivalenz der Operatoren

D
H, und J H O(k) auf einen ”"core” einschrinken kénnte. Leider sind die
(0, 27)
Definitionsbereiche der Operatoren sehr unhandlich, so daff es sinnvoll ist, den Umweg
iber die zugehoérigen Formen zu gehen. Hier kann man hoffen, die entscheidenden

. . lo o] . .
Rechnungen nur auf einem Formcore wie dem Cy (R) durchfiihren zu miissen.

Lemma 4.9 :
a) Es ist die Abbildung

D
U: C?(R)—)J ([0, 1]) 4k

[0, 2%)
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durch (Uf)k):==U,f (k €]0,27))
mit Uif(z) = Zzeik"f(av +n) (r €[0,1])

wohldefiniert und besitzt eine eindeutige Fortsetzung zu einer unitiren Abbildung
auf L*(R), die auch mit U bezeichnet wird.

b) Sei - af = if (f € H\(R)).
Dann ist [0,27)—$(L*([0,1]))
kf—)ak
: D
mefibar und es gilt I 3k oU=Ud.
[0,27)

c) Esist die Form

) & 2
J dk Loy = J 0k(ka)g—',i- ’} Jdk ka gk (f € H(R))
[0, 27) [0,2%) 0

wohldefiniert und es gilt

d= T d 8k v
[0,27)
d) Es ist die Form
D 27
| wtouf=[nw.pg (f € H'®)
[0, 27) 0

&
wohldefiniert und relativ formbeschrénkt beziiglich J dg % oU mit Grenze 0.

® [0, 27)
e Bsgit o= | u(U) L (FECT®)).
[0, 27)
f) Es ist die Form
57] 27
B oUf = [h(Uf) £ (f € H'(R)
[0,27) 0

wohldefiniert und es gilt
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Beweis :
a)siehe [R\S-IV, Lemma p.289]
b)Fiir k¥ € R ist nach Lemma 4.2 a) ,, selbstadjungiert und nach (K, Examples 2.6, 2.7,
6.8] ist fir alle f e L*([0,1])

(@=) T = e iy ke [e W)ty (v€l0,1))

Damit ist fiir alle f, g € L*([0,1]) die Abbildung (g,((.)—4)~'f) auf [0,27) meBbar,

@
d.h. k0, ist mefibar; also ist J ak selbstadjungiert.
[0,27)
Seien f € Cy (R) und k € R. Dann ist als endliche Summe U, f € AC([0,1]),
: ~(U kf)'ELz([R), auBerdem gilt

& Uef() = Y e *f(1+n) = 3, e~ "7V f(n) = "V, £(0),

nel nel

d.h. U,f € D(d}). Weiterhin gilt

Uof(z)= Ze'sz z+n) —z(Ze'kf(w—{—n))

nGZ

= i(U,f) () = (0U4f)(z) (z€[0,1]). (4.14)

Mit der Isometrie von U folgt

27

2
o> |off =|vaslf = J JUds gt = [loUef [, (4.15)
0
®
insbesondere ist U f € D(J Oy %)
(0, 27)

Damit kann man aber (4.14) lesen als

®

J 8, &oUf =Ubf.

[0, 2w)



(&) .
Es ist also U~ 1J' Oy g—f; U eine selbstadjungierte Fortsetzung der Restriktion von

[0, 27) ®
9 auf Cg’(R), die aber wesentlich selbstadjungiert ist, so da U _IJ Oy g—f_ U und 9
iibereinstimmen missen. [0, 27)

c) Wegen b) ist die Form wohldefiniert und zusammen mit der Isometrie von U folgt:

@
d(f)=losf =jvasf= Il | o.gous |’
‘ [0,2x)
- (100 = [awunt (f € H'R))
0 G

1
d)Fiir f € H'(R) ist kHJV(ka) meBbar, und nach Satz 4.2 ¢) gibt es zu jedem ¢ > 0 -

ein § > 0 mit 0

27 27 27

[lo@anIgE < | axarsh+s 10T = )+ sl < o
0 0 0

<wobei im letzen Schritt c) und die Isometrie von U ausgenutzt wurden. Daraus folgt
yfdw Behauptung.
e) Es wird die Gleichung

[

T

j gk 5 (n,m € Z) (4.16)
0

verwendet, die man direkt nachrechnet. Sei f € Cy (R). Dann gilt mit (4.16) und dem

Satz von Fubini :

[

Jvk Uf) 5’£= Zze'"kf(a;—i-n) dw%
0

o——5

[V

[

T

Je.(n m)kdkjfm+m) (z +n)V(z)de

Zz 0

m,

]
m

1

llf(x-l-n IV ,,;z Jl x—i—n)le(:I:—i—n)dx

nGZ

[1£FV = ().

R



f) folgﬁ aus ¢) und d).
g)Aus c) und e) folgt

&

ho(f)= | hdk oUf (f €CT@®)). (4.17)

(0, 27)
Bekanntlich ist Cg (R) ein "core” fiir §. Nach Lemma 4.1 ist es damit auch ein
Formecore fiir J dy % oU. Nach [K, Theorem VI-1.33] ist mit Satz 4.2 c) und d)

[0’ 27‘.) D

bzw. Lemma 4.9 d) und f) der Raum Cg (R) ein Formcore fiir h, und J hy, 521—7]% oU. O
[0, 27)

Satz 4.10 :

‘ : 57
L Es ist U- 1J Ho(k) & U = H,
[0, 27)

JAinschst wird gezeigt

D 53]
D(J Ho(k)%oU)cD(T hkggoU):D(j d o). (4.18)

[0, 27) [0, 27) [0, 27)
Fir k£ €[0,2r) ist nach Satz 4.3 D(H(k)) C D(dy).
&
Sei f € D(J Ho(k) o U), d.h. fiir k €[0,2r) ist U,f € D(Ho(k)), und es gelten

[0, 2m)

™

R 27
|Uf P < oo sowie [1H®)0f [ < oo
0 0

&

Dann bleibt zu zeigen

[V

T

,[dk ka27r<00
0

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt:

2 2

(U fE| <

0

jwaﬂwvm%fjwm%ﬂmwmﬁﬁ (4.19)
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Wegeﬁ der Formbeschranktheit (Satz 4.2¢)) gibt es ein € € (0,1) und ein § > 0, so daf

he() = vi() + di(¥) 2 (1 — €)di() — 8 o[ (k€R, o € D(Hq(k)).

Zusammen mit (4.19) folgt

n

2r T 2T

L [ h(U. )tk + 8 ||ka||“’“>[ U3t >0

— €
0

Also gilt (4.18).

@ S5
Mit Lemma 4.9 g) folgt fiir f € D(J by, %OU) und g € D(J Hy(k) g—f;oU)
[0,27) [0, 27)

: ‘ 2% 27
holf,9) = | mUF,Usglfl = [ (U, Ho(b)U o)k
]

0

) &)
=(UF, | Holk)$oUg) = (£,U*[ Hyk) L Ug)
7 [0, 27) [0,2r)

Nach [K, VI-Corollary 2.4, p.323] folgt

D
vt HokEucH,
[0,2x)
@

und wegen der Selbstadjungiertheit von H, undf Hy(k) % sind die Operatoren gleichld
[0, 27)

5. Analyse von H,

In diesem Kapitel wird das Spektrum des Operators H, untersucht. Wie in Satz 4.10

S}
gezeigt, ist der Operator H, unitdrdquivalent zum Operator J Hy(k) g;’i— , und es kann
[0, 27)

ausgenutzt werden, daB das Spektrum eines derartigen Operators iiber die Spektren
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seiner Faseroperatoren bestimmt ist.

Daher werden zunichst die Spektren der Faseroperatoren untersucht. Wie in Satz 4.8 c)
gesehen, handelt es sich bei Hy(-) um eine analytische Funktion im Sinne von Kato, so
daB die analytische Stdrungstheorie!? angewendet werden kann. Ferner wird die Theorie
tiber die Entartung des Grundzustandes, d.h. des niedrigsten Eigenwertes von
selbstadjungierten Operatoren, verwendet'®. Auflerdem bendtigt man aus der Theorie

der Differentialgleichungen den Begriff der Diskriminante. Dazu

Lemma 5.1 :
Es sei die sogenannte Diskriminante D(E) := f _ (1,E)+ f_'(1,E) fiir alle E € C,
wobei {f (-, E),f_(-,E)} das Fundamentalsystem aus Lemma 4.5 ist. Dann gelten:
a) Es ist D eine ganze, reellanalytische Funktion;
b) und fiir alle k, E € C ist E genau dann Eigenwert von Hy(k), wenn D(E) = 2cos(k)

3 ISt

eweis 1

6lgt aus Lemma 4.5 c).
~ BASeien E .k €R.
1. Behauptung :

Es ist E genau dann Eigenwert von Hy(k), wenn e'* Eigenwert der Matrix

f+(LE)  f_(LE) )

M“mz( fH LB fULE)

1st.
Beweis :
?=" Sei E Eigenwert von H(k) mit Eigenfunktion u( -, E).Dann 16st u( -, E) die
DGL
(—A+V(z)—Eu(z)=0 (z € ([0,1]). (5.1)
Damit ist
u=u(0)f , +uw(O)f_ (5.0)

2siehe [R\S-IV, Chapter XIL.2]

3siehe [R\S-1V, Chapter XII.12]



wobei das Argument E weggelassen wird. Die Gleichung (5.0) und ihre Ableitung

A 76
u fo 2 J\w(0))’

so daf das Auswerten bei 1 unter Beriicksichtigung der Randbedingungen liefert:

u(0) _ u(l) — ik u(0)
M (w(O)) “(w(l)) - (w(O))'

#.  Als Eigenfunktion kann » nicht verschwinden, d.h. u(0) = w(0) = 0 gilt nicht, so

liefern

daBl "=" gezeigt ist.

P Ist etk Eigenwert von M(E), dann gibt es einen Eigenvektor ( Z ), und

u::af++bf_ (50)

erfiillt die DGL (5.1). Es sind u(0) = a, v/(0) = b und

0 0
d.h. es ist u € D(Hy(k)). Wegen (U((O))) 76( 0 )ist damit u Eigenfunktion.
ul

Es ist A € C genau dann Eigenwert von M(E), wenn A Losung der charakteristischen
Gleichung

x2— xD(E)+det M(E)=10

ist. Aquivalent dazu : Es ist {), 4} C C genau dann die Menge der Eigenwerte,

wenn gilt
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A+ u= D(E) (5.1 a)
und A+ p=det M(E)=1. (5.1 b)

Sei nun e'* Eigenwert von M(E). Dann ist mit (5.1 b) auch e ~** Eigenwert und mit
(5.1 a) folgt D(E) = 2cos k. Wenn D(E) = 2cos k ist, dann erfiillen A = ¢'* und
1 = e *F die Gleichungen (5.1 a) und (5.1 b) und sind damit Eigenwerte von M (E). O

Satz 5.2 :
Sei k€ C. Dann gilt:
a) Hy(k) hat rein diskretes Spektrum,
b) Hy(k) und Hy(27 — k) haben konjugiert komplexe Eigenwerte und Eigen-
funktionen,
1) Ho(k)* = Ho(E), insbesondere haben H(k) und Hy(%) konjugiert komplexe
Eigenwerte,
) H o(k) und Ho(27 — k) haben gleiche Eigenwerte und

‘die Eigenwerte von Ho(k) sind héchstens zweifach entartet und wenn k kein ganz-

~ zahliges Vielfaches von r ist, sind die Eigenwerte von H(k) nicht entartet.

Sei n € N. Fiir k € (0, 7) U (, 27) bezeichne E,(k) den n-ten Eigenwert und u,(k) die
zugehorige Eigenfunktion. Dann gelten

f) Zu jedem € € (0,%) gibt es ein § > 0, so daB sich E,, und u,, reellanalytisch auf
Re s:={2€ C|Rez € (e,m —€),Imz € (—6,6)} und stetig in 0 und = fortsetzen
lassen, wobei die Fortsetzungen auch mit E, und u, bezeichnet werden (es sind
al‘so E,, und u, reellanalytisch in U Ue).

LS (01%)

g) Fiir ungerades (gerades) n € N ist E, streng monoton steigend (fallend).

Beweis :

Sei k€ C.

a)folgt aus [R\S-IV, Theorem XIII.64], weil Hy(k) nach Satz 4.8 a) eine kompakte
Resolvente hat.

b)Sei E € C Eigenwert von Hy(k) mit Eigenfunktion u(-,k, E) # 0, also
u( -k, E) € D(Hy(k)) und Lésung der DGL (5.1).

Dann ist u(z,k, E) € D(Hy(k)), und weil V reellwertig ist, gilt

(-A+V(z)-E)u(z,k,E)=0 (z € (]0,1]),
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d. h E ist Eigenwert von H(k) mit Eigenfunktion u(-,k, E). Aus

2r—(2r—k)=k

folgt auch die andere Richtung der Aquivalenz.
c) Seien u € D(H(k)) und v € D(Hy(k)), dann ist mit partieller Integration:

(vavHO(k)u) =

Ot

1 1
H(—A+V)u= —'ﬁu'—}—ﬁ'ulo—i- J((—A+V)v)u
0

= (" v(0)e™w(0)) + ™ v/(0)e™u(0)
+v(0)u(0) — v(0)u(0) + (Ho(k)v,u)

= (Ho(F)v,u),

...dhies g1lt H 0( ) C Hy(k)*. Die umgekehrte Inklusion folgt wegen

S - Ho(k)" = Hy(k)* € Ho(B)™ = Hy(k)

und der Abgeschlossenheit von H(k) (Satz 4.8 c)).

d)folgt direkt aus b) und c).

e) Sei E Eigenwert von Hy(k). Da jede Eigenfunktion zu E auch Lésung der DGL (5.1)
sein muf}, deren Lésungsraum zweidimensional ist, kann E nicht mehr als zweifach
entartet sein.

Sei nun k zusétzlich kein ganzzahliges Vielfaches von . Sei weiter E Eigenwert von
Hy(k) mit der Eigenfunktion u( -, E). Nach d) ist E auch Eigenwert von Hy(27 — k);
sei v( -, E') die zugehérige Eigenfunktion. Das zweite Argument in u und v wird im

folgenden weggelassen. Seien a,b € C mit
0 = au + bv.

Das Auswerten bei 0 und 1 unter Beriicksichtigung der unterschiedlichen

Randbedingungen liefert

0 1 1 a u(0)
( 0 ):( ek ei(%—kg( b v(0) ) ' (5:2)
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Da die Matrix reguldr ist, hat das Gleichungssystem nur die triviale Lésung:

au(0) = bv(0) = 0. (5.3)
Mit dem analogen Argument erhélt man :

aw(0) = bv'(0) = 0. ’ (5.4)

Wairen u(0) = w(0) = 0 bzw. v(0) = v/(0) = 0, dann wire u bzw. v die triviale

Losung. Deshalb muB gelten a = b = 0, d.h. u und v sind linear unabhingig. Als DGL
zweiter Ordnung hat (5.1) einen zweidimensionalen Loésungsraum, also ist {u,v} ein
Fundamentalsystem.

Sei % eine Eigenfunktion von Hy(k) zum Eigenwert E. dann gibt es o, 3 € C mit

i = au + pv.

Viederum ergibt die Auswertung bei 0 und 1 unter Berticksichtigung der Rand-

1y 1 1 a u(0)
(ez’k ) (0) "( cik et(%—k)( 3 (0) ) ) (5.5)

und aus der Regularitit der Matrix folgt

" Mbédingungen:

%(0) = au(0)
0 = Bv(0) . (5.6)

Mit der analogen Argumentation fiir die Ableitungen bekommt man

#'(0) = aw(0)
0 = pv(0) . (5.7)

Aus (5.6) und (5.7) folgt 8 =0, d.h. & = au, d.h. die Behauptung gilt.
f) 1. Behauptung:
Es ist E,(0), der kleinste Eigenwert von H(0), nicht entartet und hat eine
Eigenfunktion u( -, E,(0)), die fast {iberall positiv ist.




Beweis:

Es werden im folgenden die Bezeichnungen aus [R\S-IV, Chapter XIII.12]
verwendet. Es wird H(0) als Stérung des Operators

— 00 = — ¢~ (¢ € D(—8%0)))

jinit D(=0%(0)) = {p € AC([0,1]) | ¢' € AC((0,1]), — " € L*([0,1]),
| p(1) = ¢(0), ¢(1) = ¢(0)}

aufgefaBt, der mit Satz 4.3 der zu d, assozierte Operator ist. Nach [R\S-IV,

2
Lemma p.292] ist fiir alle ¢ > 0 der Operator e ~ t(—9%(0)) positivitdtsverbessernd,
so daf es nach [R\S-IV, Theorem XIII.44] ein ¢ > 0 gibt, fiir das

) .
e~ H—970) ergodisch ist. Nach [R\S-IV, Theorem XIII.43] gibt es dann ein

t>0,s0da8 {e #(~9 (0))} U L=([0,1]) auf L*([0,1]) irreduzibel operiert. An
" dieser Stelle kann der Stérungssatz [R\S-IV, Theorem XIII.45] angewendet

werden. Seien dazu fiir alle N e N

V(e { xof(x) S:lrs taue z €[0,1] mit |V(z)|< N
vy = [Valuf (¥ € D(d)

R

die nach Satz 4.2 c) wohldefinierten Formen und Hy(0) — V' sowie

—0%(0) 4 V y iiber den Darstellungssatz definiert. Als Voraussetzungen des
Stérungssatzes sind zu zeigen:

(i) Es sind Hy(0)—Vy und —8*(0) + V y uniform in N halbbeschrinkt;

(ii) es konvergiert {Ho(0) =V} NeN D starken Resolventensinn gegen — 9%(0);

(iii)und es konvergiert { — 8*(0) + V v} v N im starken Resolventensinn gegen
H,(0).

Zu (i) iiberlegt man sich zunéchst, daff nach Satz 4.2 die Form

vl @)= [IVI[f ( € D(do))

0
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Wohldeﬁmert und relativ formbeschrinkt bezughch dy mit Grenze 0 ist.
Seien ¥ € D(dy),€ € (0,3) und § > 0, so daB

|01 (%) < edo(w) +6 %7

und N € N. Dann gelten

(=)@ < [1V =V 18]’ Jtvuw = |v](®) (5.8)

ovie ug@)] < [ Vil 1917 [ 1V] 1917 = [0]5). (59)

0

Dann folgt einerseits mit (5.8)

| (A =0-vn)(®) | 2 do() = | (v —vn)(#) | = do(#) = |v] (%)
>(L-€) do(¥) -89 l*= -8v|”
~ sowie andererseits mit (5.9)
| (do +vn)(®) | = do(¥h) = [on(¥) | = do(¥) = |v] (%)
>(L—e) do(w) =8[9 ["> -5]v]"
Es ist also insbesondere — & untere Schranke fiir die zugehdrigen Operatoren

Hy(0)—Vyund —8%0) + Vy, d.h. (i) gilt.
Weiterhin ist

hi = o(%) = do(¥) + v(¥) > do() — [v| () = (L —€) do(¥) =6 || |*  (5.10)

daraus folgt, daB

v —vn(¥) | B edo(¥) +6 ¥ || _
und
il edo) + 6|4 )
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gelten, so dafl unter Anwendung von [R\S-I, Theorem VIIL.25 c)] auf die nach
Addition von § positiven Operatoren (ii) aus (5.11) folgt und (iii) aus (5.12).
"Der Riickweg” iiber [R\S-IV, Theorem XIII.44, Theorem XIII.45] liefert dann die
Behauptung.

Aufgrund der Analytizitit von Hg(-) gibt es nach [R\S-IV, Theorem XII.8] ein

€ E;'_(O, 7) und eine reellanalytische Funktion f, mit D(f,) 2 [0,¢), fiir die gilt:

— Esist f (k) Eigenwert von Ho(k) fiir alle & € [0,¢),

— und f,(0) = E4(0).

2. Behauptung:

Wenn f, in [0,€) beschrankt ist, dann 148t es sich tiber e hinaus analytisch
fortsetzen.
Beweis:
Wenn f beschrankt ist, dann hat jede Folge {km}m o N it km € [0,€) und
1. km—e (m—o0) eine Teilfolge {kml} LN fiir die {f l(k’"z)}l N konvergiert.
N Sei o.b.d.A. {f1(km)}m N konvergent mit E := lsim_f (km).
‘Behauptung:
' E ist Eigenwert von H(e).

Beweis:
Angenommen E wire kein Eigenwert von Ho(e). Es wire dann E € p(Hy(e))
und nach [R\S-IV, Theorem XII.7] gibe es eine Umgebung von (¢, E), so da$
dort die Resolvente analytisch wire. Das kann aber nicht sein, weil einerseits
{{km, fikm))} < &egen (¢, E) konvergiert und andererseits fiir kein m € N
die Resolvente (Hy(km) — fl(km))‘1 iberhaupt existiert, da f. (k) fiir jedes

- m &N Eigenwert von Hy(k,) ist. Damit gilt die Behauptung.

Jetzt wendet man [R\S-IV, Theorem XII.8] auf den nach e) einfachen Eigenwert

E von H(e) an.Damit kann man ein § > 0 finden sowie eine reellanalytische

Funktion £ mit D(E) D (e — 6,¢ + 6), so daB gilt:

— Fir alle k € (e — 6,¢) ist E(k) einziger Eigenwert von H(k) in der Nahe von E

— und E(e) = E.

Es mu8 also fiir groBe m gelten: E(k,,) = f,(km) und damit ist Eu f, eine

analytische Fortsetzung von f, iiber € hinaus.

Unter der Voraussetzung, daff f , beschrénkt bleibt, kann man f, immer weiter

fortsetzen. D.h. es gibt kein maximales € € (0, 7).

3. Behauptung:

Es ist o(H(k)) nach unten uniform in k beschrinkt.
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Beweis:

Nach Satz 4.2 c) gibt es ein e € (0,1) und ein § > 0, so da8B fiir alle k € R gilt:

he() = du($) = [o(9) | = (1 =€) de(¥) =6 [ | > =8| $]|* (v € D(dy)). (5.13)

Seien nun k € R und E Eigenwert von H(k) mit normierter Eigenfunktion .

Dann folgt aus (5.13)

’

E = (u, Ho(kJu) = hy(u) > — 6

d.h. — 4 ist in k uniforme untere Schranke fiir o( Hy(k)).
4. Behauptung:
Fir alle k € [0,¢) ist f (k) = inf o(Hq(k)).

+Beweis:

Angenommen es gébe ein ko € (0,¢) mit f (ko) > inf o(Hy(ky)), also einen
einfachen Eigenwert E von Hy(k,) mit f,(ko) > E. Nach [R\S-IV, Theorem XIL8]
- “gébe es ein § > 0, so daB (ky — é,k; + &) C (0,¢€) ist, und eine rellanalytische
~ Funktion g mit D(g) = (kg — 8, ko + §), fiir die gilt:
— Esist g(k) Eigenwert von H(k) fiir alle k € (kg — &,k + 6)
— und E = g(ko).
Nun ist g nach oben durch f, beschrénkt, weil sonst g und f , sich schneiden
miifiten, wobei der Schnittpunkt nach [R\S-IV, Theorem XII.8] doppelter
Eigenwert ware, was e) widersprechen wiirde. Mit der 3. Behauptung ist ¢ auch
nach unten beschrénkt, und man zeigt analog zur 2. Behauptung, da§ g eine
analytische Fortsetzung § bis k¥ = 0 hat, die kleinster Eigenwert bleibt. Es miifite
dann aber nach [R\S, Theorem XII.8] E;(0) doppelter Eigenwert von Hy(0) sein.
Das ist ein Widerspruch zur 1. Behauptung.
5. Behauptung:
Es ist f, auf [0,€) beschrankt.
Beweis :
Betrachte E,(¢), den kleinsten Eigenwert von Hg(e). Nach [R\S-IV, Theorem
XII.8] gibt es ein § > 0 und eine reellaanalytische Funktion A mit
D(R) D (e~ 6,e+6) und 6 + € < , fiir die gilt:
— Es ist h(k) Eigenwert von Hy(k) fiir alle £ € (e — §,e + §)
— und E;(e) = h(e).
Dann ist mit der 4. Behauptung
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h(k) 2 f, (k) (k€ (e = é,¢));

also ist wegen der 3. Behauptung f in[e —£ ¢) beschrankt. Auf [0, ¢ — 8] ist fi
ohnehin beschrinkt, d.h. die 5. Behauptung gilt.
Mit der 2. und 5. Behauptung ist klar, daf f, eine analytische Fortsetzung auf (0,)
hat.
N uﬁ‘zur Stetigkeit von f, = E; bei 7. Wie in der 2. Behauptuﬁg tiberlegt man sich,

daB E = llz;m'El(k) Eigenwert von Hy(r) ist. E;(7) kann zweifach entartet sein. In

diesem Fall gibt es mit [R\S-IV, Theorem XII.13] zwei reellanalytische Eigenwert-
zweige in der Nahe von E,(7), die sich wegen e) nicht schneiden kénnen. Man
definiert ¢ als den Kleineren, d.h. man hat ein § > 0 und eine reellanalytische
Funktion g mit

+D(g) D (v — 6,7 + §), fiir die gilt
— Esist g(k) Eigenwert von H(k) fiir k£ € (7 — 6, 7]

.— und g(m) = Eq(r).

t E1(7r) nicht entartet, gibt es ohnehin ein solches g.

) -:} Angenommen £ > E,(r). Dann whére fiir jene k, die nur wenig kleiner sind als 7:
E,(k) > g(k), und damit E,(r) nicht mehr der kleinste Eigenwert, was der 4.
Behauptung widersprechen wiirde.

Also ist E; bei 7 stetig.
Es kann E,(0) zweifach entartet oder ein einfacher Eigenwert sein. Wie beim
Stetigkeitsargument oben definiert man (wenn nétig {iber den kleineren von zwei
Eigenwertzweigen) ein f, und argumentiert dann wie fiir f i
Die Konstruktion der U, 14uft iiber den Satz von Heine-Borel, wobei die
lokale Analytizitit wieder aus [R\S-IV, Theorem XII.8] folgt.
Es gelten die Aussagen {iber die un, weil [R\S-IV, Theorem XIL.8] und
[R\S-1V, Theorem XII.13] jeweils die Analytizitit der u, mitliefern und man analog
argumentieren kann.

g)Sei n € N. Dann sind die Restriktionen von D und E, auf R reellwertig nach
Lemma 5.1 a) bzw. wegen der Selbstadjungiertheit von H,(k) fiir reelle k. Fiir die
folgende Betrachtung sollen D und E, als Abbildungen von R nach R aufgefafit
werden. Nach Lemma 5.1 b) ist

D(E.(k)) =2 cos k (k eR) (5.14 a)



und nach der Kettenregel folgt
D'(En(k))- E,(k) = —2 sin k (k€R), (514 D)

d.h. es kann weder D' in E,((0,7)) noch E, ' in (0,7) eine Nullstelle haben. Damit sind
D in E,([0,7]) und E, in [0, ] streng monoton.

Ob bei k =0 oder £ = 7 doppelte Eigenwerte auftreten, hiing‘é mit dem Verhalten
von Do E,, zusammen:

1. Behauptung :

Es ist En(0) (En(7)) genau dann ein Maximum (Minimum) von D, wenn E,(0)
(En()) doppelter Eigenwert von Hy(0) (Hy(w)) ist.

Beweis :
Es wird nur E,(0) betrachtet, da E,(7) analog geht.
?="" Sei En(0) doppelter Eigenwert von H(0). Fiir k in der Nahe von 0 gibt es
nach [R\S-IV, Theorem XII.13] zwei Eigenwerte von H(k), E und E, in der Nihe
von E(0), und es ist D(E) = 2cosk = D(E). Also kénnen E und E nicht im
gleichen Monotonieintervall von D liegen, weil sie sonst gleich wiren. Damit
miissen sich bei E,(0) zwei Monotonieintervalle von D treffen; d.h. D mu8 bei 0
ein Maximum haben, weil auch cos bei 0 ein Maximum besitzt.
?<="" Sei En(0) Maximum von D. Mit (5.14) ist D(E,(0)) = 2. Wegen der

Monotonie von E, in [0, 7] gilt

E.(k) < En(0) (k€ (0,7)) (5.15)
oder En(k) > E,(0) (k € (0,7)).
0.b.d.A. gelte (5.15). Da E,(0) Maximum von D ist, gibt es ein € > 0, so daf§
E € (Ex(0),¢€) gilt D(E) < 2. Wegen der Stetigkeit von D und cos gibt es also zu
jedem k in der N&he von 0 ein E € (E,(0),¢), fiir das gilt D(E) =2 cos k, d.h. E
ist neben En(k) weiterer Eigenwert von Hy(k). Nach [R\S-IV, Theorem XII.8]
kann also E,(0) kein einfacher Eigenwert sein.
2. Behauptung :
Es ist E,(0) < E (k) (k € (0,7)).
Beweis :
Es werden wieder die Bezeichnungen aus [R\S-IV, Chapter XIII.12] verwendet. Sei
m € N. Analog wie bei h, _, iberlegt man sich, dafl durch




m

[ j [ +V|of (¥ € D(hy'=y))

—m

mit D(h;cnz 0) = {ve AC([ - m, mD | ¢I € LZ([ - m’mDv 1/’(m) = '/’( - m)}

(wobei die Einschrinkung von V auf [ — m,m] auch mit V bezeichnet wird) eine
f.symmetrische, halbbeschrinkte und abgeschlossene Form definiert ist. Analog zu
“S‘atz 4.3 erhélt man fiir den zugehérigen selbstadjungiertexi, halbbeschrinkten
Operator Hg (0) den Definitionsbereich

D(HF(0)) ={p € AC([—m,m]) | ¢ € AC((—m,m]) ,— p"+Vip € L[ —m,m)),
p(m) =p(—m), ¢'(m)=¢(-m)}.

Analog zur 1. Behauptung im Beweis von f) zeigt man, da der Grundzustand
E'(0) einfacher Eigenwert mit einer fast {iberall positiven Eigenfunktion
ul*(-,E7(0)) ist. Wie im Beweis von Satz 6.2 ist ersichtlich, daB i,( -, E,(0)), die
periodische Fortsetzung von u,( -, E;(0)), eine Eigenfunktion von Hg'(0) zum
Eigenwert E,(0) ist, die fast iiberall positiv ist. Weil ui*( -, E1'(0)) und (-, E4(0))

fast iberall positiv sind, ist
(ul'(+,E7(0)) , @(-, E4(0)) ) >0,

d. h. es ist E,(0) = E7'(0) auch untere Schranke von Hg'(0) und damit von Ay _,.
Also ist fiir alle f € Cy ([ —m,m])

ho(f) = hi=o(f) = E1(O) || £ .

Da |J C5°([— m,m]) dicht liegt in L*(R), ist £,(0) untere Schranke von %, und

mGN
&

damit auch von H,. Wegen Hj = J Hy(k) g—f_ (Satz 4.10) folgt mit

(0,27)
[R\S-1V,TheoremXIIL.85 d)] fiir fast alle k£ € (0, 7) die Beziehung E,(k) > E,(0), so
daBl mit der Stetigkeit von E,; die Behauptung gilt.

Wie verlauft die Funktion D?
Wie oben gesehen sind fiir jedes n € N die Funktionen D in E([0,7]) und E,, in

[0, 7] streng monoton in entgegengesetztem Sinn. Wegen der 2. Behauptung

kann E; in [0, 7] nur streng monoton steigend sein, d.h. D ist in E,([0,7]) streng
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monoton fallend.

Nach der 1. Behauptung hat D in E,(0) kein Maximum. Da D den Wert 2 in

(— 00, E4(0)) nicht mehr annehmen kann, weil sonst nach Lemma 5.1 b) die Zahl
E,(0) nicht der kleinste Eigenwert von H(0) wire, ist D( (— oo, E,(0)) ) C (2,00).
Bei E,(7) hat D entweder ein Minimum oder féllt weiter streng monoton. Im ersten
Fall ist nach der 1. Behauptung E,(7) = Ey(r) ein doppelter Eigenwert von H(r)
und an das Intervall E,([0,]) schlieBt sich direkt das Intervall E,([0,]) an, in dem D
stréng monoton steigend ist. Im zweiten Fall sind E,(7) und E,(7) jeweils einfache
EigenWerte, es klafft eine Liicke zwischen E,(7) und Ey(r), in der D ein Minimum
hat. .- |

In E,([0,7]) steigt D streng monoton. Es ist nicht mdglich, dal D in (E,(7),00) den
Wert — 2 nicht mehr annimmt. Denn dies hiele nach Lemma 5.1 b), daf§ das
Spektrum des selbstadjungierten Operators Hy(r) nur aus einem einzigen einfachen
Eigenwert bestehen wiirde, was z.B. dem Spektralsatz widersprechen wiirde. Bei
E5(0) muB man wieder zwei Fille unterscheiden ...

Fiir ein gerades (ungerades) n € Nsind also D in E ([0, 7]) streng monoton steigend

(fallend) und damit E,, in [0, 7] streng monoton fallend (steigend). a

Die Analyse von H, kann jetzt unter Verwendung von Satz 5.2 mit abstrakten

Argumenten erfolgen.
Satz 5.3 :

a) Esist o(H,) = UNE,,([O,W]).

b) H, hat keine Eigenwerte.

c) Hg hat ein rein absolutstetiges Spektrum.

Beweis :
Der Beweis lauft vollkommen analog zum Beweis von [R\S-IV, Theorem XIII.90]. 0



6. Eigenlésungen von H, und H

In diesem Kapitel wird die harte analytische Detailarbeit geleistet, die nétig ist, um die
L'-Stérung zu kontrollieren.

Zunachst geht es darum, Eigenl6sungen fiir die Operatoren H, und H zu konstruieren,
wobei eine Eigenlosung definitionsgemaf lediglich die zum jeweiligen Operator gehorige
EigenWertdifférentialgleichung — hier sind das die Gleichungen (6.1) bzw. (6.12) —
16sen muB, wéahrend eine Eigenfunktion zusdtzlich im Definitionsbereich des Operators
liegen muSf.

Mit den Eigenlosungen werden die Greensfunktionen - fiir Werte E in der
Resolventenmenge von H, bzw. H sind das auch die Integralkerne der Resolventen —
von H, und H konstruiert. Dazu ist man nach der Weylschen Theorie der singuliren
DGLen zweiter Ordnung'* an solchen Eigenlsungen interessiert, die an einem
Randpunkt des betrachteten Intervalls — hier sind die Randpunkte 4 oo — zusammen
mit ihrer Ableitung asymptotisch verschwinden. Fiir H, erhilt man solche
Eigenlésungen durch Fortsetzung der Eigenfunktionen der Faseroperatoren H(k), was
dank der Blochschen Randbedingung funktioniert. Fiir H ergeben sich die
Eigenlosungen aus denen von H, als Losungen von geeigneten Volterra-
Integralgleichungen.

Im Hinblick auf die Eigenfunktionsentwicklung fiir H im 7. Kapitel und die Streutheorie
im 8. Kapitel geniigt es, Eigenwerte E zu betrachten, die in einer kleinen komplexen

Umgebung vom Inneren der Binder liegen.

An einer Stelle in Beweis von Satz 6.2 wird ein kleines Lemma aus der Sturm-Liouville-

Theorie benotigt :

Lemma 6.1 :
Die sogenannten Dirichleteigenwerte von V sind reell, d.h. nur fiir E € R kann eine
Losung u der DGL 5.1 existieren, die den sogenannten Dirichletrandbedingungen
u(0) = u(1) = 0 geniigt.

Beweis :
Das Argument steht z.B. bei [P/T, Theorem 3.1]. a

Hsiehe 2.B. [J\R]



Satz 6.2 :
1)Es gibt ein zur reellen Achse symmetrisches U C C, offen mit U NR = (0,7), so daB
fiir alle n € N gilt: Fiir E € E,(U) hat die DGL

(—A4+V(z)—Eu(z)=0 (zeR) - (6.1)

ein Fundamentalsystem {u , (-, E),u_( -, E)} mit folgenden Eigenschaften:
a) Es gibt Darstellungen

ui(w’E)=e:t(—1)"ik(E)a:pi(x,E), (.’IJER)

wobei k: En(U)—C eine reellanalytische Funktion ist mit!

(i) sgn Im (k(E))=(—1)" sgn Im(E) und

(i) ’(E) = k(E)

sowie p j::R X En(U)—C eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:
(iii)Es sind p (-, E) und D,p . (-, E) lokal absolutstetig und 1-periodisch.
(iv)Fiir jedes z € R sind p _ (z, -) und Dyp (=, -) analytisch in E,(U).

(v) Es gelten

p,(z,E)=p_(z,E) (z €R).

(vi)Es sind B~ | p, (-, E) || jund E— || Dyp (-, E)| _ in En(U) lokal

beschrankt.
b) Esist W(u_,u, )(E)=1
c) Esist
uy(z,E) = uz (s, E) (z €R).

2) Definiere EZ (U) := {z € Eo(U)|Imz > 0} und analog E (U), Es (U), EX (V)
E.S (U) sowie E,. (U). Dann gelten

b

15Eg sei

sgn: R— {1,0,-1}

-1 fiir >0
sgn(z) == 0 firz=0

—-1 firz<0
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lim u(e,B)=0 (E€ E; (U))
und lim uz(z,E)=0 (E € ES (D).

3) Es sind u . in Rx E(U) stetig.

Bewels
)Zunachst W1rd die Abbildung k konstruiert. Sei dazu

S.=={z€Cl0<Rez<7r V (Imz>0ARez=0) V (Imz <0A Rez = r)}.

Nach [M, 1.9.42] bildet g, die Restriktion von cos auf S , bijektiv auf C ab.
Die Umkehrfunktion g =" ist analytisch in z € C, falls gilt

(9cos)(g™*(2)) = —sin(g~'(2)) #0,

d.h. falls z # 1 ist. Seien f := g“lo%D, €€ (0,%), 6 >0, s0daB E, fiir alle n e N
in R 5:={2 €C| Rez € (e, —€),Imz € (= 6,6)} reellanalytisch ist (siehe

Satz 5.2 f)), k € R, 5 und n € N. Dann ist, da E,(k) Eigenwert von Hy(k) ist, nach
Lemma 5.1 b)

cos k =1D(E,(k)), (6.2)
und wegen k € R, s C S = D(g) ist
f(En(k)) =g~ tocos k=g~ og(k) =
d.h. U C Ran f und die Restriktion der reellanalytischen Funktion f auf En(U) ist
die Inverse von E,. Sie wird mit k bezeichnet.

Da D eine ganze, reellanalytische Funktion ist, gilt insbesondere fiir alle
z € En((e;m —€)) und alle ¢ € [0,00) mit fiir alle m € N, reellen (8™ D)(z)

D(e+it)= 3 (9" D)a) ELL
dh. | Do)~ (D(z) £ (D)) | <| 3 (0" D)(z)(inif) . (6.3)



Seien M := max {|D(z)H 2z € Ky(z) (z € En((e,m —¢)) geeignet)}
und C = min {l(aD)(x)l |z € En((e,m — e))} ,

wobei mit der Kettenregel und der Monotonie von E, aus (6.2) C > 0 folgt. Dann ist

mit der Cauchy-Ungleichung?® fiir die Einheitskugel eine uniforme Abschétzung der

Koeffizienten in (6.3) moglich:

(0™ D)(x)
- ml!

<maz {|D(2)] |z € K;(a)} <M (2 € Enl(e,m—€))m €Ny). (6.4)
Aus (6.3) und (6.4) folgt mit § := min{6 , §, 5} fiir jedes t € (0,6)

| £4(dD)z)| — | +4@D)(z) — ImD(z £ it) |

m +4t)"
> (@D)(x) | -{ 3= (6™ D)(z) LEED
s m!
ZC’t——Mt2l—_-—t > tC —2Mt) >0 (z € En((e,m —€))).
Wegen la| —|la—b] >0 = sgna=sgnb (a,b€eR)

folgt
sgn Im(D(E)) = sgn Im(E) - sgn ((0D)(ReE))  (E € Ex(R, )
Mit Differentiation von (6.2) und Satz 5.2 g) folgt
sgn Im(D(B)) = (~1)" sgn Im(E) (B € BB, , )
Wenn man beriicksichtigt, dal nach [M, 1.9.41] gilt
sgn Im(g~(2)) = sgn Imz (z € C),

dann folgt

18siehe [R, Theorem 10.25]
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sgn Im(k(E)) = sgn Im(g~'<1D)(E) = sgn Im(D(E))

=(-=1)" sgn Im(E) (E € En(R, ;) (6.5)

Seien E € R, ; und k := k(E). Dann ist E Eigenwert von Hy(k) und nach Satz 5.2 c)
ist-auch E € R, ; Eigenwert von H o(k), d.h. es gilt & = k(E). Damit folgt
k(E) = k(E). Mit U := | R, ; erfillt also k die Punkte a(i) und afii).

7
€c(0.%

Definiere nun fir n € N, E€ E,(U), r€Rund | € Z mit | —z € [0,1),die Funktionen

i, (2, B) e* BNy (z — 1, k(E)) fiir n gerade
. (x, EX9
o e O™ —KENy, (2 — 1,27 — k(E)) fir n ungerade
q 5 (2, B) e = kBN, (1,27 — k(E)) fiir n gerade
. i_(z,E):= :
e e* BNy (z — 1 k(E)) fir n ungerade,

so daB sich fiir jedes m € Z ergeben:
iy (z+m,E)=e* ™y (z,E). (6.6)
0.b.d.A. seien n € N gerade und E € E,(U). Das Argument E wird nicht immer
mitgeschrieben. Dann sind zunéchst fiir jedes { € Z die Funktionen #% 4 und @', nur in
AC((l,1+1)) aber mit
lierlr(z)ﬂ +(+e)= lig})un(e)eikw)l = un(0)eF BN = @, (0),
lig})ﬁ +(l—€= lz'erlr(L)un(l — e)e*EN=1) — ¢ (1) -1)
— eik(E)un(O)eik(E)(l -1) _ o N (0)
sowie den analogen Gleichungen fiir % _und @'y sind @, und @', in AC(R).
Seien z € R und I € Z mit [ — z € [0,1). Wegen der Periodizitit von V gilt dann
fast tberall

(=A+V(z)-E)i,(z,E)=(—A+V(z—1)— E)e* BNy (z — 1, k(E)) =0,

d.h. % und analog % _lésen die DGL (6.1). Mit Satz 5.2 b) und a(ii) gilt



Uy (0 E) = e Oy (z — [ b(E)) = e~ * By (7 — 1,27 ~ T(E))

_ Gilem— k(_E))lun(x ~1,2n —k(E)) = 4 _(z,E) (6.7)

Ab jetzt konnen die Félle fiir gerades und ungerades n wieder gemeinsam betrachtet
werden. Seien also n € N und E € E.(U).

Man liberzeugt sich von der linearen Unabhangigkeit von {& _,&% , } wie im Beweis
von. Satz 5.2‘6) durch Vergleich der Funktionswerte bei 0 und 1 unter Beriick-
sichtigimg der unterschiedlichen Randbedingungen.

Als Losungen der DGL (5.1) erfiillen die Restriktionen von @, auf [0,1] die
Gleichung (5.0):

ﬂi(xaE):ai(OaE)f-{-(m’E)+ﬁ,ﬂ:(an)f—-($7E) (376[0,1]). (68)

Dabei gelten & _(0, E) # 0 und @, (0, E) % 0. Denn wére z.B. @, (0, E) = 0, dann léste
4 (-, E) das Dirichletproblem, und nach Lemma 6.1 wire E € R. Mit (6.7) folgt
dann auch % _(0, E) = 0. Nach (6.8) wiren damit @, und @ _linear abhingig, was aber

oben widerlegt wurde.

. — '&:!:('Ta E)
Fiir vy(z,E):= 7.(0.E)
liefern (6.8) und die Randbedingungen
e**E) = vy(LE)= f+(1aE) +v.(0,E)f _(L,E) (6.9)

mit f_(1) # 0; denn sonst wiirde aus (6.8) und (6.9) folgen
=0 (1)=f, ()= v_(1)=e ™),

und dies widerspricht k(E) € U.

Damit kann man aber (6.9) nach v, (0, E) auflésen, und mit a(i) und Lemma 4.6 c)
sind v, (0, - ) in En(U) reellanalytisch. Mit (6.8) ist dann fiir jedes z € [0,1] die
Funktion v . (z, - ) in En(U) reellanalytisch.

Zur Definition von u 4 verwendet man die Quadratwurzel mit Schnitt auf der

negativen reellen Halbachse (in Polarkoordinaten):
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’—-. £
re'? := \Te 2 (90 € ( -7, 77]’ rc [0700))

Damit erfiillen!”

diej‘- Gleichungen

W(u—7u+)(E) =1

1

o v (m E) vz (z,E)
und uy(z,E) = T _t S CRENE) \JZVV—q:— uz(z,E) (z €R),

wobei (6.7) verwendet wurde; b) und c) sind also gezeigt.
Mit (6.8) ist

u, (2,E) = L fr@B) +-—208) ¢ m) ep1). (6.10)

R ACEENI) NW (00, )(E)

Sei p,(z,E)=e*(~ 1)n”°(E)’ui (z,E) (z € R).

Dann sind p  und p/, absolutstetig und mit (6.6) ist fiir jedes [ € Z :
L @+1LE)=p, (s, B) (c€R),
d.h. a(iii) gilt. Ferner gelten mit (6.7) und a(ii)

Py (z, E)= e:F(—l)"( —i)k(f)xu +(z, E)= p$(x,E) (z €R).

Mit (6.10) folgen (iv) und (vi) aus den entsprechenden Eigenschaften der f N
(Lemma 4.6), der Regularitét von v, und der Periodizitit von p; damit ist 1)

gezeigt.

17Fiir eine lineare DGL zweiter Ordnung der Form
u(z) + a(z)u(z) = b(z) (zel)

mit einem geeigneten Intervall I C R und geeigneten a,b € L*(I) ist die Wronskideterminante

zweier Lésungen immer unabhingig von z.



Nach la) gilt

|u 4 (2, B)| < ess(—n"Im(k(E»z"pi(.,E)L
und, da nach a(i) gilt
(—1)" sgn Im(k(E)) = sgn Im(E)

folgt 2)‘
Nach 1(iii) und (iv) sind p, stetig differenzierbar insbesondere also stetig, so daf 3)
wegen der offensichtlichen Stetigkeit von

(z, E)se (=1 k(E)e ((z,E) e Rx E(U))
folgt. 0

Bemerkung :
Interessant ist die Frage, inwieweit das Fundamentalsystem durch 1) eindeutig
charakterisiert ist. Man kann sich dazu iiberlegen, daf gilt:
Seien {u (-, E),u_(-,E)} und {&t (-, E),a_(-,E)} fir jedes n€Nund E € En(U)
Fundamentalsysteme von (6.1) mit allen Eigenschaften von 1). Dann gibt es eine
Funktion s:R x E,(U)—C mit den Eigenschaften:
—Fir alle E € En(U) ist s( -, E) 1-periodisch,
—fiir alle z € R und alle £ € E.(U) gilt | s(z,E) | =1,
— fir festes z € R ist s(z; - ) analytisch in En(U)

—und es gelten

i_(z,F)=s(z,E)u_(z,E) (zr €R,E € E,U))
ﬂ+(x,E)=mu+(m,E) (zeR,E € E (U)).

Da sich das asymptotische Verhalten der u . beim Ubergang von der oberen komplexen
Halbebene auf die untere gerade umkehrt, mu8 man bei der Konstruktion der

Eigenlésungen von H iiber VIGLen die beiden Fille getrennt betrachten (1) bzw 2) des
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folgenden Satzes), und die Eigenlésungen erhalten zusitzlich einen oberen Index.

Satz 6.3 :
Sei n € N.
1)Fiir E € EZ (U) hat die DGL

(= A+V(z)+Q(z) - E)u(z) = 0  (z€R) (6.12)

genau Zwei Loésungen go%(:v, E) und gof (z, E) mit folgenden Eigenschaften :
a) Seien

K2(sy,5) z{ i(uy(y, Eu_(2,E)—u_(y, E)uy (2, B) firy<a @y eR)
0 sonst
und
0 sonst
KZ(z,9,E) = .y €R).
* (@) { (B (0,B)—u\ (s Epu_(2,B)) firy>a VER
Dann sind cpi (z, E) die Lésungen der VIGLen
olw, B) = us (2, B)— [ K % (2,3, E)QU)e(y, E)dy (z€R).  (6.13)
R
b) Es gelten
cpi(a:,E) =u(z, E)-f-eqzllm(k(E))lxo(l) (z— +o00) und
Dy (2, B) = Dyu (z, E) +e FIm*EDk 1) (2= £ c0),

wobei die o(1)-Funktionen beschrénkt sind und in E, (U) lokal uniform gewahlt
werden kénnen.

D.h. es gibt Funktionen ri (-,E), 7% (-, E):R—C mit folgenden Eigenschaften:
0 ei@BE) =uy(oE)+eTmE®k 20 B (ceR) baw.

Dyp>(2,E) = Dyu, (z,E) + ¥ ""CEVk 52 (4 F) (zE€R).

(i) Fiir jedes K C C EZ(U) gibt es beschrinkte Funktionen



2 > . qe
ST K> SE,K:R—-)R+, fiir die gelten

sIk>|ri(-,B)l (E€K) baw.
. |
3y.xk> |FZ(-,B)] (E € K) und
s3.5% x €o(l) (2= = o00).

c) Fiir festes z € R sind goi (z, ) und Dlgoi (z, -) analytisch in E,7 (U) und stetig
P
in E5(U).

Es gelten weiterhin :

d) Die VIGLen in a) haben jeweils eine eindeutige Losung, d.h. go_z_( -, E) und
tpf( -, E) sind durch a) eindeutig festgelegt,

e) und {go% (-,E), goi(,E)} sind ein Fundamentalsystem der DGL (6.12).

2)Fir E € ES (U) gelten die zu 1) analogen Aussagen, wobei die Integralkerne definiert

werden miissen durch

K <( E) 0 sonst (2, €R)
I\, Y, = . ’

Y i(u_ (5 Eyuy (5, B)—uy(y,E)u_(2,B) firy>a 0
und

. aE - ,E W aE aE i _<..
Koy, B) ::{ (s By (@ B)—u_(u By (@ B)) firy<a o
0 sonst
und in b) die Enden der reellen Achse ihre Rollen vertauschen:
Es gelten
03 (2,B) = uy (2, ) +e @) (z—Foo) und
Dip*(2,E) = Dyuy (¢, E) + e Bk (1) (s F o0),

wobei die o(1)-Funktionen beschrénkt sind und in E= (U) lokal uniform gewahlt
werden kénnen.
D.h. es gibt Funktionen ri(.,E), ?i (-, E):R—C mit folgenden Eigenschaften:

() ¢ @E) =uy(e,B)+eCEk 23 B)  (2€R) bow.

H IA
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<
Dlgai (z,B) =Dy (z,E) + el ImE) Fi(z, E) (z €R).

1) Fir jedes KC CE 2(U) gibt es beschrinkte Funktionen s 5 , 33 R-RT
n g +,KSE K ]

fir die gelten

six>|ri(-,B) (E€K) baw.
< <

Six2 |Fe(E)| (E€ K) und

s5 k85, k €0(1) (z— F o0).

goi(m,E)—go;(m,-E—) (z €R).
4)Fir E€ E, (V) gilt
) Wie® o S)NE) =1
und W(e= e )E)=}.
b) Mit BT = enlE) =i LACE:)
sowie c1a(B) = en(B) =i W(pZ 0° )(E)
sind 0> (z,B) = cn(E)goi (2, E) + c1p90~ (2, E) (z €R) (6.14)
und goi (z,E) = CZI(E)gof (2, E) + cypp > (2, E) (z €R). (6.15)
Beweis :

Zunéchst eine Bemerkung zur Struktur des Beweises. 2) wird wegen der Analogie zu 1)

nicht bewiesen und im Beweis von 1) wird nur gof betrachtet. Es werden nicht alle

Punkte nacheinander abgearbeitet, sondern die Reihenfolge ist la), 1b), lc), 4a), 4b),

1d) 3) und zuletzt le).

la bis 1c) O.b.d.A. sei n € N und gerade. Sei E € E,? (U), d.h. nach Satz 6.2 a(i) ist
Im(k(E)) > 0. Es wird zunéchst eine Lésung f( -, E) der VIGL
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P2, E) = u_(2,E) - | K2 (2,9, E)Q)e(y, E)dy (we®) (61
R

konstruiert, und zwar iterativ. Man benétigt dazu Abschitzungen fiir K 2 und
D,K2: Es gelten nach Satz 6.2 1) fiir alle z,y € R mit y < z

IKE(:C,y,E)l=]u+(y,E)u_(x,E)—u+(x,E)u_(y,E)|_
| <o B Jp (- B)| ]2 4 gE= =)
<|p. (LB Jp_ (-, B)| (I FENE=0) 4 oImlkENw - 2))
< o(B) eImHE) == (6.16)

mit‘c(E) :=2"pq}_(-,E)lLo ”p_(-,E)|LO>0, sowie

|D.K E'(x, v, E)| =|u 1 (y, E)Dyu_ (2, E) - Dyu , (z, Eyu_ (v, E)|

<|p, (B~ ik(E)p_(z,E) + Dyp (=, E))e*B)u-2)

S I p_ (y’ E)( + Zk(E)p + (xa E) + Dlp + (:L', E))e’k(E)(z - y)l
< §(E) elmEE)(=-y) (6.17)

mit

&E)=c(E)+2 maw{"p+(-,E)ILOH.Dlp_(-,E)ILO, ||p_(-,E)|LJ|D1P+("E)"oo},

wobei nach Satz 6.2 1) ¢ und & lokal in E,Z (U) beschrankt sind. Wegen Q € L'(R) ist

P(z,E)+=c(E)[ Q)] dy (6.18)

-

wohldefiniert und monoton. Nach dem Hauptsatz der Lebesguetheorie ist
P(-,E) € AC,,.(R), und es gelten

D P(z,E) = c(E) | Q=) | (z eR), (6.19)



Jim P(z,E)=0 } (6.20)
und lim P(z,E)=c(E)|Q} |

z— 4+ oo

Nun kann man die entscheidende Ungleichung fiir die Iteration formulieren:
Behauptung :
‘Es ist

>

frnle.B) = | K2(-,3,B) Qu)fis, E) (1€ Ny) (6.21)
R

eine Folge wohldefinierter Funktionen, fiir die gilt

[file, B)| <|p-(- B[, "*EN= 4P(e, E)  (1€Ny, z€R).  (6.22)

Der Beweis

erfolgt mit vollstindiger Induktion. Es wird das Argument E nicht mitgefiihrt.
I Esgilt

| Fo@)| = |u_(2)| < p_ | e m*ENe (z €R).

IT Seil €N, und gelte

|fi(@)|<Ip- | emFEV2 L P(e)  (z€eR).

Dann folgt zusammen mit (6.16) und (6.19,20)

fre@]< K2 @)W fi2)] dy

R

T

< J c(B)emMEN= =9} Q(y)| | p_ | _e™* BN L Py dy

hlie <]
T

SIp- L™ ME= [ Py) § P(y) dy

hadie <)



T

="p_||ooelm(k(E))xj(U+1)!Pl+l)(y) dy

- 0O

m T 141
=7~ | e Pe) T (z €R).

Wégen der Monotonie der Majoranten als Funktion von z ist die Reihe Z fi(+, B)
. leN

nicht nur punktweise sondern sogar fiir jedes z € R in ( — 00, z] absolut gleichmiBig

konvergent. Die Grenzfunktion heifie f( -, E). Man hat also fiir jedes z € R

)

SIAGE) p<|p- (-, B)|_em*:EwePw )

I<m

|f (v, E)|

" <lpo (- B MNP EE (1 m e N, y < a) (6.23)

Nach Satz 6.2 1) sind ¢, k und E~|p_(-,E) ILO in E,Z (U) lokal beschrénkt, d.h. aus

(6.22) folgt auch die lokal gleichmiBige Konvergenz von > fi(z, ) in EZ ).
leN,

Aus (6.23) folgen mit (6.16) und (6.19,20)

| K2 (2,9, EXQ)f i3, E)|

(K%cc, 5. E)Q) Y| £y, E>||

I<m

| K2 (2,9, E)QW)S (v, E)|

IN

T

< J o E)e!™HEVE =N Q)| p_ (-, B)||_e!™*HEDvePlv E)gy

hadie ¢l
T

<[p- (- B) et E0= [ (7B gy
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= "p_( . ,E)ILoeIm(k(E))x (eP(z,E) -1) | (32 ER, I,meN,) (6.24)

und analog mit (6.17) und (6.19,20) :

T

‘: J]D1K§(x, v, E)Q(y)f(y, E )l J #(E)e Im(k(E))(z - y)l QW) "p_( .A,E)lLoeIm(k(E))y
R S
C(E) m zf Pz, E ) .
=5 || L B)| et EN(P B 1) (z € R); (6.25)
es vga‘lt c(E) > 0.
Mit dem Satz iiber majorisierte Konvergenz gilt

T

S@E) =m0 fiw ) =u_ (o B)~lim,, [ K2(e0E)Q0) ¥ fiy,E)d

-0
T

=u_(z,B)- [ K2@yEQWf wEMdy  (aeR - (6:26)

- o0

mit L'(R):Majorante gemi8 (6.24), d.h. f(-, E) lost (6.13).
Aus (6.26) folgt mit (6.24) und (6.19)

c(E)T | Q)|
If(xaE)—u—(waE)lz6Im(k(E))z"p—("E)"®(e B —1) (.Z'ER),

so daBl wegen Im(k(E)) > 0 die Funktion

E)—u_(-.E
r2(, By =L Ir?z(k(;))(() )

die in b) geforderten Eigenschaften hat, wobei die Uniformititsaussage aus der
lokalen Beschrinktheit von ¢ und E—|p_(-, E) ||c0 in EZ (U) folgt.
Jetzt soll die VIGL (6.26) differenziert werden. Wegen

T

| K2(@0.B)00)f 0By = itu_(2,B)| v, (0, E)QW)S (3, By

oo )

—u,(0,E) | u_(y, D)) (v, E)dy) (z€R)

— o0

liefert der Hauptsatz, dafl durch die VIGL (6.26) f aus Summen und Produkten von
lokal absolutstetigen Funktionen dargestellt ist. Differentiation ist also méglich und
liefert, da fiir jedes z € R gilt K 2 (z,z,E) =0, die Gleichung
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T

D,f (z,E) = Dyu_(z,E) - J K2 (2,5, E)QW)f (v, E)dy (z €R). (6.27)
Analog wie oben sieht man ein, da f’ € AC,,.(R) ist. Nochmalige Differentiation

unter Berticksichtigung von

1

D\KZ?(z,2,E) = —W(u_,u,)(E)= -1  (z€R)

beweist, daB f( -, E) die DGL (6.12) erfillt.
Um die in b) geforderten Eigenschaften von D, f zu zeigen, argumentiert man mit
(6.27) und (6.25) wie oben bei den Abschitzungen von I
Fiir die Regularititsaussagen in c) sei nun z € R. Da die Konvergenz von Z fi(z, +)
lokal gleichm#Big in En2 (U) ist, geniigt es zu zeigen: 1eNo
Behauptung :
Fiir alle [ €N, ist f, stetig (in Rx E2> (U)) und f(z, -) in E. (U) analytisch.,
Der Beweis
erfolgt mit vollstindiger Induktion.
I Eserfiillt fo(z, -) =u_(z,E) die Behauptung nach Satz 6.2 1).
IT SeileN, mit f; stetig und fi(z, -) analytisch in E,. (U). Um auf (6.21)
Lemma 4.7 anwenden zu koénnen, mufl der Integrand abgeschnitten werden. Seien
dazu fiir alle N € N (und jedes Element von Q)

(z €eR)

0 sonst

Q¥(z) =={ Q(z) fiir IQ(x)l <Nund|zi<N

und  f(e,B) = [ K2 (2,9, B)QV(3)2(y, B)dy
R

= U _ (.’E, E)J Uy (ya E)QN(y)fl(yv E)dy
-N

—iuy(@,B) | vy QWA E)My (E€EZU).  (6.29)
=N

Zunéchst zur Konvergenz: Mit (6.16) und (6.22) ist



|fra(e, B) = £l B)| < [ K2 (20, B)]|Q0) - @) | i, B) | dy

(B[ |ew)| =

< (B)elmt®)= e = [ g - Q| (E€ EZ(U)),
woraus wegen der lokalen Beschrinktheit von ¢, k und E»—v" P )Lin EnZ U)

‘und "Q Q ||1——>0 die lokal gleichmaBige Konvergenz folgt.

‘Fur die Stetigkeit von f,+1 bleibt, da nach Satz 6.2 3) u _ stetig sind, das
Intégral in (6.28) zu betrachten. Deren Stetigkeit folgt aus der lokal gleich-
‘méaBigen Stetigkeit von u,und f,. Die Analytizitit von N 41 folgt also mit
Lemma 4.7.

Anzumerken ist noch, daB die Integralkerne die Symmetriebeziehung

K%(z,y,E)=K5(z,y,E) (z,y €R,E € EZ(U)) (6.29)

erfilllen. Denn nach Satz 6.2 1c) gilt fiir alle E € EZ (U)

b

KZ(2,,E)= —i(u, (3, E) u_(&,E)—u_(y, B) u, (z, )

= —i(u_(y,E)u (2, E)—u (y,E)u_(z,E)
= K3 (z,y,E) (t€Ry<z,E€EZ(U))
_ und analog Kf (z,y,E) = KS (z,9,E).

4)Seien n €N und E € E, (U). Das Argument E wird nicht mitgefiihrt.
a) Nach 1b), 2b) gilt

W(eZ03) = (u_(2)+0o(1) (wy(z) +o(1)

=(u_(2)+0o(1)) (uy(z)+0(1)) (z——o00).

Wegen der Beschrénktheit von u L und v/, (Satz 6.2 1a)) liefert der

Grenziibergang

W(pZ,03)=Wu_,u, )E)=1



Analog sieht man ein, daB gilt

< >
W(eZ,03)=1

b) Die Ex1stenz und Eindeutigkeit der Konstanten c;; gilt, da nach a) {go_ , P +}
‘sowie {go P +} Fundamentalsysteme der selben DGL sind. Man bestimmt die
Konstanten durch Bilden von Wronskideterminanten unter Beachtung von a).
Z.B. ist mit (6.15)

c
W(go_,cp+)—c21W( —,80+) =
1d) Sei E € EZ (U). Das Argument E wird nicht mitgefiihrt. Sei g eine weitere Losung

der VIGL (6.13). Dann ist g genau wie go% Lésung der DGL (6.12) und, da nach 4a)
{go?,gof} Fundamentalsystem der DGL ist, gibt es a,b € C, so daB gilt

> <
g=apZ +bp3
Zusammen mit den jeweiligen VIGLen und (6.29) folgt
0 :g——agoé —bgof =u_—au_ —bu, —

~ [(E2( 0)Q0)9) - K2 (- 5)Qwaw 2 (5) ~ K3 (- 1)Qwbe £ (1)dy

R
=u_—au_ —bu, — [K2(-,5)Qu)9(y) — ap 2 (v) ~ bo 5 (v))dy
R
=Uu_ —au_ —bu+.

Wegen der linearen Unabhéngigkeit von {u_,u,}sind b=0und a =1,
d.h.esist g = go%.

3)Sei E € EZ (U). Betrachtet man die zu (6.13) konjugiert komplexe Gleichung, erhalt
man mit (6.29)

0% (0, E)=ui(5E)— | K3 (z,y, E)Q)¢ 2 (v, E)dy

=uy(2,B)— | K3 (25, E)QW)e: (v, E)dy (z€R),

A— F——
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so daff wegen der Eindeutigkeit der Lésung der VIGL folgt
> <, =
¢i(z,E)=¢z(z,E) (z €R).

le) Die Fille E € EZ (U) und E € E_ (U) werden getrennt diskutiert. Sei zunichst
E E E2 (U). Wire {cp?( E), gof (-, E)} linear abhéngig, dann gibe es ein a € C mit
goéf(-,E) = agof(-,E) oder ein b € C mit goi(-,E) = bc,o?(-;E), dies hiefle aber, daf§
gof ( -, E) € L*(R) wire oder gof (-,E) € L*(R) wire und der selbstadjungierte

Opératqr H den komplexen Eigenwert E hitte.
Sei nun E € E,.= (U). Das Argument E wird nicht mitgefithrt. Aus (6.15) folgt mit 3)

< >, . <
P =CpZ + v,

Durch Bilden der Wronskideterminante mit goi erhélt man unter Beriicksichtigung

von 4)

< > L > > < > e |caf
=Wt el) =mWieZ w3) +mW(es,e3) =12l | zf,

Das heif}t aber

2

> B . e 2
IW(go_,go+)| =|2021l =1+]cyf > 0. O

Bemerkung :

Da man schon zur Lésung der VIGLen nicht auf die Integrierbarkeit von Q verzichten
kann, ist klar, daB mit der Wahl einer L'-Stérung die natiirliche Grenze fiir diese

Annidherung an das Streuproblem erreicht ist.

Satz 6.4 :

Sei n € N, und mit der Konvention

T¢ i= 7"<(-77’y) = min {xay}

s =7y (.T, y) =mazr {:1), y} (‘Tay € R) selen

Roz(as,y,E') = —i(u_(r o, E)u,(rs,E)) (EEE,,Z(U), z,y € R),



Rg (2,9, E) ==i(uy(r <, B) u_(ry,E)) (E€EZ(U), z,y €R).

2 2
RZ(.TL‘,y,E) — (,0_(7'<,E)Q0+(7">,E)

= ZA & E€EZ(U), #,y €R) und
W2 02 )(E) FeE ) myeR)

;‘RS(:I:,y,E) — QOE(T'<,<E)QO§(7‘>,E)
‘ W(eZ, 03 NE)
Dann gilt:
1) i‘a,‘) Es sind RZ, R uniform in EZ (U) beschrankt, d.h. zu jedem K C C EZ U)
sind RZund RZ in RxR x K beschriinkt,
b) fiir feste z,y € R sind RZ (z,y, - )und R (z,y, - ) stetig in EZ (U),

- die analogen Aussagen fiir ROS und RS und

(E€ES(U), z,y€R).

)
R§ (2,4, E) = R¢ (z,y,E) (z,y€R,E € EZ(U))
sowie RZ(z,y,E) = R%(z,y,E) (z,y €R,E € EZ (V).

2) Sei E € E (U). Dann gilt

a) Die Resolventen von H, bzw. H sind
Ry(E): L*(R) — D(H,)

[RE (o By (als Ee B (U))
Ry(B)f +=

R
[RE By (s Ee BL )
R

\

und
R(E): I*(R) — D(H)

R=(-,y,E)f(y)dy  (falls E € E, (U))
R(E)f =

2 (-
RE(,y,E)f(ydy (falls E € EL(U))

i
X

b) Fir jeden Multiplikationsoperator W € L*(R) sind die Operatoren W o Ry(E)
und W R(E) sowie ihre Adjungierten Hilbert-Schmidt.



c) Die Differenz Ry(E)— R(E) ist in der Spurklasse.
3) Seien E € E,; (U) und f € L'(R). Dann sind

[ B3 (0. B)fw)dy, [ RS (-0 B) () € I¥(R)
R R

- und 18sen die DGL
(= A+V(2) - E(e) = f(z) (z €R),
und es sind

[R2(0.B)f )y, [RS (-0, B)f(w)dy € I(R)
R R

‘und l6sen die DGL

(= A+ V() + Q) - E)u(z) = f() (z€R).

Beweis :

Es geniigt, die Behauptungen fiir H zu zeigen, weil dann die entsprechenden
Eigenschaften fiir H als Spezialfall Q = 0 folgen.

1) Es ist mit Satz 6.3 1a),1b)

~-W(pZ,pI)E)
Im(k(E r
= >1 > lu_(r<,E) [ mGED] < r%(r<,E)|
W(e2,03)(E)]
~| Im(k(E))| r
X uy(rs,B)4e DN 20 gy

eIIm(k(E))I( re-rs) 1
> 2
(W(e2,03)E)

X ,p_(T<,E)+7’§(T‘<,E)| |p+(T>,E)+7’_|Z_(T‘>,E)|
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) e |1m(k(E))|lﬂc |

< o(E (z,y€R, E€ E] (U)) (6.30)

mit c(E):=

1 i _(-,E + ré - E
5 1ALk

IW(90§790+
<(p+CLB)_+]r 2. B)|).

Damit folgt a) aus der lokalen Beschrinktheit der Funktionen k (W( Z,e3 ))_
En—>"pi ILOund Er—>"ri( E lLomE (U).

b) folgt aus Satz 6.3 1c).

Die Aussagen fiir RS beweist man analog.

Fiir den Beweis von c) sei F € EZ> (U). Dann gilt mit Satz 6.3 3):

B2 oy ) = P20 B2 B) _pi0 e Bleilrs,E)
W2 eDE)  WeIeD)®)
_R<(:1: y,E) (z,y €R).

2) Die Argumente fiir a) kann man z.B. bei [J\R] oder [H] nachlesen.
Seien nun E € E,] (U) und W € L¥(R). Mit (6.30) ist

|W($)R 2 (2,7, E)| <|W(z)| C(E)e—llm(k(Em (z—y]|

und damit in RXR quadratintegrierbar, d.h. nach [R\S-I, Theorem VI-23] ist

W o R(E) Hilbert-Schmidt. Die Aussage fiir die Adjungierten folgt sofort, wenn man
bedenkt, daB8 durch Vertauschen der Argumente und komplexe Konjugation der Kern
eines beschrinkten Integraloperators in den Kern seines Adjungierten iibergeht. Oder
man verwendet einen abstrakten Satz [R\S-I, Theorem VI.22 a)]. Fiir E € E,S (U)
argumentiert man analog. Damit ist b) gezeigt.

Es gilt formal fiir nichtreelles E:
Ro(E) — R(E) = R(E)QR,(E) (6-31)

Da aber z.B. nicht notwendig D(Q) C D(H,) = Ran(Ry(E)) gilt, ist nicht klar, in
welchem Sinne obige Gleichung zu interpretieren ist. Eine Moglichkeit der
Deutung besteht darin, den Raum'® (D(d),l I,) und dessen Dualraum (D(d),il )" zu

betrachten. Man kann dann z.B. die relative Formbeschranktheit!® von ¢ bzgl. d lesen

!8siehe Definition 3.1 f)



als Beschréinktheit von

Q:(D(A)l 1p)—(D(d)1 1n)".
Eine andere Moglichkeit besteht darin, Q zu zerlegen: Sei
: ) 1 |
Q2)? =|Q(z)Psgn Q(z) (z €R),
S 101 1 1
S0 daﬁ gilt Q2|QF = Q. Dann sind Q2 und |QF quadratintegrierbar und nach b) sind

e
Q? o Ry(E) und (]QP R(E))* Hilbert-Schmidt. Man erhilt formal die rechte Seite
von (6.31) durch

lQl_ R(E)" Q2°R0(E)) = R(E) |Q|— QRy(E)
Seien f,g € L2(R). Dann gilt tatsichlich mit den Formen aus dem dritten Kapitel
(F,(1QF« R(E))(Q2 Ro(B)g) = o(R(E)S, Ro( E)g)

= h(Ry(E)g, R(E)f) — ho(R(E)f, Ro(E)g)

= (Bo(E)g, f) + (Ro(E)g, ER(E)f) - (R(E)f,9) — (R(E)f, ERy(E)g)
= (f,(Ro(E) — R(E))g).

Es 188t sich also Ry(E) — R(E) als Produkt zweier Hilbert-Schmidt-Operatoren
darstellen, und ist deshalb nach [R\S-I, Theorem VI.22 h)] in der Spurklasse.
3) Die Beschranktheit folgt aus 1a); z.B. gilt :

|22 @uE)sway|< B2 (.- B 5L (¢ €R)

R

Den Rest rechnet man direkt nach, wobei sich die Differenzierbarkeit jeweils aus dem

Hauptsatz der Lebesguetheorie ergibt.

9iehe Lemma 3.3
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{. Eigenfunktionsentwicklung

Die zeitunabhangige Streutheorie nutzt als Ausgangspunkt die sogenannten Lippmann-
Schwinger-Gleichungen (im folgenden LSGLen), die man durch formales Anwenden der

WelLenoperatoren auf die Eigenlésungen ableitet:2°
b=y~ lim Bo(E+ie)(Qy)
Y=u,y — lig}) Ro(E —ie)(Q),

wobei E im gbsolutstetigen Spektrum von H, liegt. Es bleibt die Frage, in welchem
Sinn die Grenzwerte zu interpretieren sind. Im vorliegenden Fall nutzt man die gute
Kontrolle iiber die Greensfunktion (Satz 6.4) und erhalt die Gleichungen (7.1).

Mit deren Losungen lafit sich dann eine Eigenfunktionsentwicklung fiir den bzgl. H
absolutstetigen Teilraum?' von L*(R) definieren, d.h. man kann mit Hilfe der Lésungen
der LSGLen eine Abbildung konstruieren, die H teilweise diagonalisiert. Die
Eigenfunktionsentwicklung leistet also zumindest teilweise das, was im Falle von — A

durch die Fouriertransformation erreicht wird.

Satz 7.1 :
Seien n e N,

2 (2,E) = “"%("”’f) z€R, E€E} (U
S B SRR

3 (z,E)
iW(pS,03)(E)

a) Fir E€ E,, (U) sind ¢£ (-, E) jeweils die eindeutigen beschrankten Losungen der
entsprechenden LSGL

Y3 (z,E) =

(z€R, E€ ES(U)).

0@ B) = u (2, ) - [ B3 (2,3, E)Q)(y, E)dy (z€R)  (T.1a)
R

*siehe dazu [R\S-III, Chapter XL.6]

2lgiehe Definition 7.2



sowie P (- , E) jeweils die eindeutigen beschrankten Losungen der
‘entsprechenden LSGL

¢($, E) = u:t($7E) - JROS (.’E, Y, E)Q(y)‘/j(ya E)dy (CE € R) (71 b)
R }
b) Fir E € EZ(U) sind
¥3 (2, B)=¢3(z,E) (z €R).

¢) Es gilt fir alle E € E=(U) und alle 7,y € R:

5eA(RZ (2,9, B) = RS (2,4, E)) = 5=(4 2 (2, EY % (v, E) + ¥ 3 (2, W 2 (y, E))

L2 (@, B S (5, B) + ¥ 5 (2, EYb £ (1, ).

Beweis :

a)Seien n €N, E € E (U) und ¢ > 0. Das Argument E wird hiufig weggelassen. Mit
zweifacher partieller Integration unter Berticksichtigung der Sprungstelle bei z = y

von ROZ und unter Verwendung von
(—Ay-}-V(y)—E)ROZ(:v,y,E):O ‘ (z,y €R)

ist dann;:

F (@)= AW 2 1)y = — R (2,306 2(0)+ DoRe (2 ()| +

le—0
=

Cc

+(~RE (@002 W)+ DRE @y 2 )]
- | B v - B Gy (z € (~c,0)). (7.2)

Um die Randterme auszuwerten, verwendet man Satz 6.3 1b), 2b). Damit folgen aus

(7.2):

| B2 w2 Wiy = | BE () - A, + V() - BWE )y

[+



- —i (—u_ (o) [uy (2 '(c) —wy (W2 (c)]
+uy (@) [u_ (=2 (—c)—u_(—cwZ(—c)]
+u_(2) [uy (@2 (@) vy (2) 2 ()]
—uy (@) [u_ (@2 () —w_ (@) 2 (2)] ) | (z €R).
Musazéél) 2) liegt folgendes asymptotisches Verhalten vor:
j wyz/) 2 (y)dy
=—z( u_(2) i W(pZ,03) (3 () + oD 2"(c) = [$F(c) + o) 2 (c))
Fuy (2) ( WieZ,03) o (= o (— o)+ o(1)] — w_ (= e)fu_(~c) + o(1))
~Wlu_u, )3 () (e=00) (z €R).
Der Grenziibergang c—oo liefert :

~ [ @20y = u_@We2 0 3W W2, 93) +0+42 (@)
R
=u_(z)+¢2(z) (z €R).
Angenommen es gibe neben 12 eine weitere beschriinkte Losung f der LSGL (7.1).

Durch das Anwenden von (— A4V — E) auf f erhilt man unter Beriicksichtigung
von Satz 6.4 3) und (7.1)

(—A+V(z)+Q(z)— E)u(z) =0 (z €R).

Da mit {cp?,cpf} auch {2/)%,@[)5} Fundamentalsystem dieser DGL ist, existieren
a,b € C, so daB gilt:

F=apZ +bp7. (7.3)

Jede der 3 Funktionen 15st eine der LSGLen (7.1 a), so daB folgt



u_(2) = fla)+ [ RS (2,)Q()f(2)dy
R

= a2 () + 503 (o) + | B (2.0)QU)( 2 () + b3 (1)) dy
R

=au_(z)+bu, (z).

Wégen der linearen Unabhangigkeit von {u_,u,}sind a =1 und b =0, d.h. aber
na(;h (7.3) esist f = b2,
b)Seien n €N und E € EZ (U). Dann ist nach Satz 6.3 3)

e BEVRN 20T
Vi -—22@B) __ ex@P) < R\.
| YI(z ) ZW((,O%,QO_%)(E) ZW(QDE,(,O_%)(E) ¢=F($ ) (xe )
c)Fiir E € E,] (U) folgt aus R(E)* = R(E) die Beziehung
R?(z,y,E)= R%(y,z,E) (z,y €R). o (7.5)

Sei nun E € E’,,= (U). Mit der Stetigkeit von RZ und RS im dritten Argument
(Satz 6.4 1b)) folgt aus (7.5)

R*(z,y,E) = R (y,2,B) (z,y €R).
Dies liefert zusammen mit Satz 6.4 1c) die Symmetrie von R 2 (+,-,E)und
RS (-, +,E). Damit ist die linke Seite in c) symmetrisch in z und y.

Aus (6.15) folgt

< <
P =Ty 90++021‘P_

und (6.14) sagt aus, daf gilt

v

> <
po=Cn Py tenap”

Nach Satz 6.3 ist 0 # W (e = ,go+) iCy = iCyy ,50 daB es mdglich ist, die Gleichungen
umzustellen:



>_1 < _ 63 <

¥o=e P- T P (7.6)
<_ 1,2 _¢tu 2

P TP —E% +- (7.7)

=~ S )= fr NeF )~ e E N2 ()~ e 3 ()
= e I deE i)+ AP e Er e i)~ e S el rs)
=eS(rJei(rs)+ eI JeZ(rs) (z,y €R).

Mit b) folgt :
TR @y -R5(@y) = w30 w3 0s)+92 0 w3 (r>)
=93 W)+ 95 ils)  @yeR),
so daB wegen der Symmetrie c) folgt. O

Definition 7.2 :

Es seien {P%} £eR 1nd {Pg}y g die Spektralscharen von H, bzw. H sowie P%, und
P, die Orthogonalprojektoren auf

{f € L(R)/ (£, P{.)f) ist absolutstetig}
bzw. {f € L*(R)/ (4, P.,f) ist absolutstetig}.



Satz 7.3 :
Sei M := | J E, (U), und definiere
neN
F2: LR)—-L{M)® (M
F2f(E) = (FZf(E), F3{(B)) = (=] ¥ (2, B) f(@)da; = [ 03 (2, B)(z)d)
; - ’ + mR -\ ,WR + % .
Dann gilt: J
a) Es besitzt F Zeine eindeutige beschrinkte Fortsetzung auf L*(R) (die auch mit
F % bezeichnet wird).
b) Die Restriktion von F = auf Ran P, ist unitir.

c¢) Fiir jede meBbare Funktion u gilt
FZU(H)f'—"aFZf (fERanPac),

wobei @, der zu u gehérige Multiplikationsoperator in L*(M) & L*(M), definiert sei
durch .

(as)(z) = {u(@)s_ (2),u(@)s (2)) (s =(s_,5,) € (M) ® L*(M), 2 € M)

Die analog definierte Abbildung F 2 hat die gleichen Eigenschaften. Weiterhin gilt:
d) Esist Ran Py; = Ran P,,.

Beweis :

1. Behauptung :
Seien f € L3(R), n €N und [a,b] € E.” (U). Dann sind IF?fF-fIF?rfI’,
|F= fP+|FS$ 7P € L(a,8]) und es gt

b 2 b
lim 5L [ (£, R(E +i€) ~ R(E — ie)f)dE = [Pzl +|p2 [ = [lP2 sl +|F5sf.

€l0 271
R a a

Beweis :
Seien n €N, [a,b] C E,” (U),f € Li(R) und a > 0, so daB gilt
K,:=={2€C/[Im(z)| <a, Re(z) €la,b]} C C E, ().

Nach Satz 6.4 1a) gibt es ein c, > 0, so da8



| F@)(RE (2,9, E +ie) — RE (2,5, B —ie) f(3)| < ca | T@)| | F(w)
(z,y €R, E €a,b], leI < a),

wobei wegen L'(R) D Lg(R) die Majorante in L'(Rx R x [a,b]) liegt. Die Stetigkeit von
RZ und RS im letzten Argument (Satz 6.4 1b)) sichert punktweise Konvergenz.

Man darf also den Satz iiber majorisierte Konvergenz anwenden, erhilt :

f(f, R(E +ie) — R(E —i¢)f)dE =

io 271

b
=35 [ [ [T@R? (2,5, B +ie) — R (2,9, E — ie)) f(y)dydd B
| aRR
und weifl, daB der Integrand in L'(R xR x [a,b]) ist. Deshalb darf man im folgenden
" nach dem Satz von Fubini die Integrationsreihenfolge vertauschen. Mit

Satz 7.1 c) folgt einerseits

lim 2“%( FLR(E + i) — R(E — i€) f)dE =

il

b - —_—
3 | | [F@ (02 BwS 0.5 + 5 (. B TS0 E)) fa)ivdzi
“RR

b
[IF2sm)f +|Fs s aE
und andererseits

J(f, R(E +i¢) — R(E —ie)f)dE =

10 ot

b —_
= | [[7@ (43 @ EWI0.B) + v (0 B 0 B) ) fy)dudedE
SRR

b ) 2
_ ﬂF%f(E)l +|F2 f(E)| dE,

womit die 1. Behauptung gezeigt ist.



Ab jetzt wird nur noch der Fall ” > ” betrachtet.
2. Behauptung :
Sei f € L3(R). Dann gilt

(f,Ppf)= J'IF§f|2+|F$f|2 (B C M,Borelmenge).
B

Beweis :
Sei f € L?,(R). Nach der Stoneschen Formel?? folgt die Behauptung fiir alle offenen,
abgés‘chlosse'nen oder halboffenen Intervalle, deren AbschluB in M liegt, aus der
1. Behauptung; denn obiges Integral hingt stetig von seinen Grenzen ab.
Sei nun O C M. Dann 148t sich O darstellen als disjunkte Vereinigung abzihlbar
vieler Intervalle deren Abschlufl in M liegt. Sei {I i}j N eine solche Folge von
Intervallen. Fiir ¢ € Nsei O, := | J I,. Dann gilt

i<i

|£12 (£, Po,f) = (F Pr f) = 2 Féff+lF$fl2
| ¢ J<i

1<1

= [xo(|FZ [ +|F3 7).

M

Mit dem Satz tiber monotone Konvergenz ist also
: . > > o
(f; Pof) =lim (f,Po f) = lg_f{gofx(),.( |F2f[ +|F2f]),

d.h die Behauptung ist fiir alle offenen Teilmengen von M gezeigt. Insbesondere ist
alsolF f| —*—|F_,_f|2 € L'(M), so daB durch

fiy(B) = JlF fr +IF+f!2 (B C M,Borelmenge)

neben dem Spektralmaf d(f, P yf ) ein weiteres Borelma8 definiert ist. Da diese
Borelmafe auf allen offenen Mengen {ibereinstimmen, sind sie gleich, d.h. die
Behauptung ist bewiesen.

Die 2. Behauptung liefert insbesondere

2
|7> 1 =1Purl <isF (f € L3R)),
so daf mit dem B.L.T. Theorem a) folgt.

*Zsiehe [R\S-1, Theorem VII-13] und [R\S-I, p. 264]



Mit einem Stetigkeitsargument und der 2. Behauptung ist fiir alle f € L*(R)

(f, Psf) = ﬂFEfIZ trzfl =|wr2ff  Beu, Borelmenge).  (7.8)
B

Fiir jedes f € L*(R) ist also (f, P(.\f) absolutstetig in M, d.h. (P,,f, P yPyf) ist
absoliﬁtstetig in R, so daB gilt
Ran Py, C Ran P, (7.9)
Andererseits gilt
Ran P3; D Ran P"ac(H) D Ran P,,. (7.10)
Denn mlt "Weyl’s essential spectrum theorem?” Satz 6.4 2c) und Satz 5.3 ist zunichst
M = 0(Ho) = 00,i(Hy) = 0.0,(H) D 0, (H). | (7.10 a)
Weiterhin ist fiir f € Ran P, nach [R\S-I, Proposition p.236]
Pg_cgiaf=0 (B ¢ 0,0(H),e >0 geeignet),
d.h. wegen der Abgeschlossenheit von o, (H ) gilt (1— P"ac( m)f =0 also

Ran P, (H) C Ran P, (H)"

Aus (7.9) und (7.10) folgt schlieflich d).

Um den Wertebereich von F2 zu untersuchen, wird die Gleichung
W(FZ2)= N(FZ™)" verwendet, d.h. man interessiert sich fiir den Adjungierten von
F2

3. Behauptung :

Es ist F>"s(z) = 2= (02 (5, E)s_(E) + $3 (=, B)s , (B))dE
M

(s =(s_,s,) mit s, € L3(M)). (7.11)

Bsiehe [R\S-IV, Theorem XIII.14, Corollary 1}



Beweis :
Seien s4 € LY(M) und f € LYR). Dann gilt mit dem Satz von Fubini

(5F2f)= J (=) [#2 (&, B)f(a)da + 5 (B) [ 43 (v, E)f(s)de)dE

R R

‘IIH

51
)

j (J (42 (2, E)s_(E)+ 3 (v, E)s . (E)) dE) f(z) de.
R \M

Da L}(R) dicht in L*(R) liegt, folgt die Behauptung.
4. Behauptung :

Fir alle Borelmengen B C M gilt
%5F* = F* Pg
und damit- F2 *>~(B = PgF o

Beweis :

Seien B C M, Borelmenge und f € L*(R). Dann ist mit der 2. Behauptung

0=[Ps( Pof — )| =|%sF>( Psf - £

Damit ist
|72 Ppf - 352§ =||F2PBf—>~<BF2PBf|l=||5<M\B F2Pyf|

. > _ }
:"XM\B F PM\BPBf" =0,

so daf die Behauptung folgt.
Fir den Beweis der Injektivitit von F2* sei s= (s_,s,)e L*(M)® L*(M) mit

F2%s=0. Um (7.7) verwenden zu kdnnen, betrachtet man zunichst ein Intervall

[a,b] € M. Denn dann ist X(a,5]5 + € LY(R).
Sei B C M, Borelmenge. Dann gibt es eine Nullmenge N C R so, dafl unter Verwendung
der 4. Behauptung gilt

0= (PpF2>%s)(z) = F 2 *(3s)(z)



= @B (B) 143 @B, (B)E  (zeR\N).
B

Sei z € N. Dann gilt mit einer geeigneten gegen z konvergenten Folge {zn}, oy in R\N

und dem Satz iiber majorisierte Konvergenz :

0=tim, L [(42 (2, B)s_(B) + 3 (2, E)s , (E))E
E . B

=02 @ By (B) + 93 (0. B)s , (B))dE = PoF > *s(a),
. B

wobei punktweise Konvergenz aus der Stetigkeit von (- ,E) fiir festes E € [a,b]
(Satz 6.3 1), 2)) folgt, und die Existenz einer L'-Majorante durch Satz 6.3 1b), 2b)
garantiert ist. Es gilt also fiir alle z € R und alle Borelmengen B C [a,B]

=7 j (2 (z,E)s _(E) + v % (=, E)s , (E))dE.

Nach [R, Theorem 1.39] gibt es damit fiir jedes z € R ein N, Cla,b], so da8
0=92(z,E)s_(E)+ 43 (z,E)s . (E) (B €[a,b)\N,).

Sei N := | J N,. Dann ist N Nullmenge und es gilt
T € Q

0=42(z,E)s_(E)+ 3 (z,E)s . (E) (E€[a,b\N, z€Q).

Seien 7 € R, {z,.}, .\ eine gegen z konvergente Folge in @ und E € [a,b]\N. Dann folgt
wegen der Stetigkeit von zbi(-,E)

lﬁé(x,E)s_(E) +¢f(x,E)s+(E)v= lim_ z/z%(m,E)s_(E)+¢i(z,E)s+(E) =0
und wegen der linearen Unabhingigkeit von {2#?( . ,E),d)i‘ (-,E)}ist
S(E) = (s_(E), s+ (E)) = (0,0) = 0.
Da M die abzéhlbare Vereinegung von abgeschlossenen Intervallen ist, gilt s(E) =0 fiir
fast alle E € M. Damit ist F2* injektiv, und b) ist gezeigt.

Zum Beweis von c) seien u:R—R meBbar und f € Ran Py N D(u(H)). Dann ist nach
dem Spektralkalkiil und der 2. Behauptung
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u(E)(f, Pyf) = [w(B)(f,PsPuf) = [u(B)(f, Psf) =
R M

Be— m—

[nilrzs [+|F2sh)=(r2 082 5= (5,020 2 p)
Mit der Polarisationsidentiit (3.0) folgt

| u(H)f —(F2")aF?2 f L Ran Py, N D(u(H)),
dh. = u(H)f —(F2*)aF 2 f 1 Ran P,,.

Da mit der 4. Behauptung gilt
(FENaF 2 f = (F2"YaF 2 Py f = (F> )axp F 2 f = Ppy(F2MaF 2 §,
ist u(H)f —(F2*)aF 2 f € Ran Py und damit Null, . O

Bemerkung :

— Im Beweis der 1. Behauptung sieht man, da8 als abstraktes Hilfsmittel die Stonesche
Formel eingeht, die das Bindeglied zwischen der Resolvente und der Spektralschar
darstellt. An dieser Stelle ist die gute Kontrolle iiber die Greensfunktion und deren
Grenzwert entscheidend.

— Auf den ersten Blick mag beim Vergleich dieser Eigenfunktionsentwicklung mit der
(herkémmlichen) Fouriertransformation iiberraschen, da zur Diagonalisierung zwei
Kopien des L*(M) notwendig sind, d.h. daB die Multiplizitat zwei ist. Dies ist jedoch
nur scheinbar ein Widerspruch, weil man bei der Fouriertransformation die Wurzel
des Eigenwertes als Parameter wahlt, so da auch hier jeder Eigenwert zweimal

angenommen wird, wenn der Parameter die reelle Achse durchliuft.
Korollar 7.4 :

Sei F : L?,(IR)—+L2( )@ L*(M)

Ff(E)=(F_{(E), F, §(E)): <¢—;7j (@, B) f(z)d, 7= J (@ B)f(@)da).

Dann gelten
a) Es besitzt F' eine eindeutige unitére Fortsetzung auf L*(R) (die auch mit F

bezeichnet wird).



b) Fiir jede meBbare Funktion v ist

Beweis : _
Die B‘ehauptung folgt aus Satz 7.3 im Spezialfall @ = 0 und Ran P, = L*(R) (Satz 5.3)0

Koro]léx 75:
Das Spektrum des Operators H setzt sich zusammen aus dem absolutstetigen
Spektrum o, (H) = 0(H,) und eventuell aus Eigenwerten, die jedoch nicht im

Bandinneren liegen kénnen, d.h es gilt

oo ()N | EZ(U) =0.
nelN

Beweis :
Nach (7.10 a) ) gilt o,,,(H) = o(H,) =M, und da nach Satz 7.3 d) das Spektrum im
Bandinneren rein absolutstetig ist, kénnte héchstens M\M zum sigulirstetigen

Spektrum gehdren, dies ist aber wegen der Abzihbarkeit von M\ M ausgeschlossen.
8. Wellenoperatoren und Streuoperator

Fir den Beweis der Existenz und Vollstindigkeit der Wellenoperatoren?* kann man
Ergebnisse von Kato und Birman?® iiber die Streuung bei Stérungen aus der Spurklasse
verwenden. :

Die Eigenfunktionsentwicklung aus dem letzten Kapitel ermdglicht dann eine konkrete
Darstellung der Wellenoperatoren und damit des Streuoperators S := Q7 Q~*. Dabei
wird eingehen, dafl die Eigenfunktionen die LSGLen 16sen.

24giehe Satz 8.1

siehe z.B. [R\S-III, Chapter XI.3]



Satz 8.1 :

Die Wellenoperatoren

0t .= s—tlz'ng ethe — it

existieren und sind vollstindig?®, d.h. es gilt

Ran Q% = Ran O~ = Ran Pl

Beweis : ‘
Da nach Satz 6.4 2 c) fiir alle n €N und alle E € E () die Differenz Ry(E)— R(E)

Spurklasse ist, folgt die Behauptung aus [K, Theorem X-4.12). a
Zur Vorbereitung des Darstellungstheorems fiir die Wellenoperatoren folgen zwei

Lemmata ; -

Lemma 8.2 :
Seien H Hilbertraum, a und b symmetrische, halbbeschrinkte, abgeschlossene

Formen mit D(a) = D(b). Dann gilt fiir die assoziierten Operatoren A und B:
Fiir alle f,g € D(a) ist (f, eiA( ) )e —B(- )g) in R differenzierbar und hat die
Ableitung i(a — b)(f,e 1A+ )g —1B(- )g)
Beweis : :
Es wird zunichst die Differenzierbarkeit an der Stelle 0 betrachtet. Seien s € R und
f € D(a). Mit Hilfe der Gleichung

(eiAse—z'Bs__ 1) = (ez'As__ 1)(6—2'35_ 1)+ (eiAs_ 1) + (e —1Bs _ 1)

folgt

%Die Vorzeichenkonvention bei den Wellenoperatoren und die Definition der Vollstindigkeit

sind von [R\S] tibernommen.



I(f iAs, —iBs —1]f) = i(a —b) |<l —iAs _ 1)f,[e _iBS—l]f)l+

| Mle = s — 1)1, 1) = ia(p)| +[3(f.le B - 11f) + b )| (8.1)

Die Grenzwerte der Summanden werden nun mit Hilfe des Funktionalkalkiils und des
Satzes {iber majorisierte Konvergenz einzeln untersucht. Man verwendet fiir die
Majoranten die Abschitzungen:

leie _1]=

Tleitldt =1z (z€R) (8.2)

0

und |—| i) _(e=1% _1)| < 2121 (z €R). (8.3)

T( Y| <

Es gilt erstens

tim, (e =45 111, ) —ia(f) = lim, [ 4 =N~ 1)~ V(£ Erfy =0, (8.9
weil mit (8.2) der Integrand durch die Funktion

A—2 | Al (AeR)
majorisiert wird, die integrierbar ist, da f in D(a) liegt. Zweitens gilt

lim
3—0

L (s 1)f"2 = lim_ LSIIG—MS 1ld(f, B f) =0, (8.5)
R

wobei hier mit (8.3) die Majorante

A—2 [ A (AeR)

ist. Mit (8.5) und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung geht der erste Summand von
(8.1) gegen Null, und mit (8.4) und dem Analogon fiir den Operator B konvergieren
auch die letzten beiden Summanden.

Sei teR. Da nach dem Funktionalkalkil e~ yund e~ Bt gen
Formdefinitionsbereich D(a) invariant lassen, kann man die Differentiation bei ¢ mit

Hilfe von



(f, [eiA(t + s)e —1B(t+s) AL, — iBt]f) _

=(e——iAtf,[eiAse—-iBS_l]e—iBtf) (s€R)

auf die Differentiation bei 0 zuriickfiihren.

Als letztes wendet man die Polarisationsidentitit (3.0) an

Lemma 8.3 :
Sei t eine symmetrische, halbbeschrankte, abgeschlossene Form und s bzgl. ¢ relativ
formbeschrankt mit Grenze a < 1. Dann gilt:
a) Esist s+ ¢ auch symmetrisch, halbbeschrinkt und abgeschlossen.
b) Essindil I, und|f i, ,, 4quivalente Normen auf D(t).
¢) Es gibt ein ¢ > 0, so daB gilt

|s(f,9)|<clfllg Ik (f,g € D()).

Beweis :
a)wird in [K, Theorem VI-1.33] bewiesen.
b)Seien € € (0,1) und § > 0 so, daB

|s(f)| < et(f) +6 | £ [f (f € D(2)),

sowie v < —é so, dafl v + 1 untere Schranke von ¢ und s+ ¢ ist. Fiir f € D(t) gilt

dann einerseits
| £+ e = (s+8)(f) vllflf<|s(fl+t -7 1£F
< +e)t(f) + (@ — N FIf
<@+eHf) =1+ lfFF =a+ol7f

und andererseits

1FE+e= G+ =7 17F > —|s()|+ ) -~ [ £If



> (1—e)t(f) - (6 + | I
>1=-tf)—1—-em | = -9lf[

c) beweist man durch Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung in D(t). Man

kann das im Beweis von [S, Theorem II.7] nachlesen. a

Satz 84 P
Es gelten FZ Q% = F sowie F<Q~ = F und damit S = F*(FSFZ*)F.

Beweis :
Es wird nur die erste Gleichung bewiesen, weil der Beweis der zweiten analog verliuft.

Seien

A={f€Ran P, (H) | FZfeCX(M), supp FZfC EZ(U) (n €N geeignet)}
undB = {f € L*(R) / F.f € C3(M), supp F . f C EZ(U) (neN geeignet)}.

Dann geniigt es, zu zeigen :
(f,Q%g)=(F*f,Fg) (feA,geB). (8.6)
Denn mit (8.6) und der Unitaritit von F (Korollar 7.4) ist dann
(F2f,Fg)=(f,.0% g)=(FQ**f,Fg) (feAg€B),
und die Dichtheit von A in Ran P,, und F(B) in L*(M)® L*(M) liefert
F2f=FQ**f (f € Ran P,).
Wegen der Unitaritat und der Vollstindigkeit von * folgt
Froff=ro**Q*f=Ff (f € I’(R)),

d.h der Satz wire bewiesen.

Es werden noch weitere Regularititseigenschaften von A und B benétigt:



1. Behéuptung :

Es gelten

a) BCL'(R)

b) BcC H'(R)
c) ACH'R).

Beweis :

und

SeiéngGB,xERundK:zsupp F_g U supp F g

Dann ist

9(z) = (F*Fg)() = [(u_(a, E)F _g(E) +u., (2, E)F , g(E))dE.

Nach Satz 6.2 la) und dem Mittelwertsatz ist

Ui(m,E)_;‘:{:(l‘-Ft,E) < sup ||U’:]:("E)"oo<oo (teR,E€K),
E€K

so dafl wegen des kompakten Trigers von F . g nach dem Satz {iber majorisierte

Konvergenz ¢ differenzierbar ist mit

g(@)= [ (Dyu_(2,E)F _g(E) + Dyu , (2, E)F , o(E))dE. (87)
M
Wiederum wegen des kompakten Trigers von F g ist ¢’ € L™(R).
Zur Untersuchung des Abfallverhaltens seien nun z # 0 und n € N. Dann ist mit
Satz 6.2 a)

| Dus(e BYF Lg(EME = [ Dyu s (a, B (R)F 1 g(B,(k)Ex(k)dk
E, (V) -
= [ (Dyp (4, B, () % (~ 1)ik) F 4 g(E,(b)) Ea(k) d,
0
wobei ausgenutzt wurde, daB E, in (0, ) reellanalytisch ist. Damit hat der Integrand
in (0, 7) kompakten Trager und ist rellanalytisch in k. Zweifache partielle Integration

ergibt :

| Do, B)F L g(E)IE =
E;(U)
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— 72

== [ VA (Dip (0, Bo(k) £ (= 1K) F o g(B,(R) Bu(b)] dk,  (8.9)

nach Satz 6.2 1) ist k— " Dip (- ,En(k))"oo lokal in U beschrinkt. Mit der Cauchy-
Ungleichung [R, Theorem 10.25] sieht man ein, dafi auch

s

Wegen des kompakten Trégers von (F . g)o E,, ist insbesondere der Integrand in (8.8)
beschrankt, und es folgt mit (8.7)

kH'“ba_k-Dlp + (-, EL (k) Lin U beschrénkt sind.

62
Eﬁplp + (-, EL(k))

(c > 0 geeignet).

8

lg(z)|<e
Ahnlich zeigt man
|9(z)| <& % (€ > 0 geeignet).

Zusammen mit g € L¥R) C L, (R) und ¢’ € L®(R) folgen g € L'(R) und ¢ € L¥(R),
d.h. a) und b) sind gezeigt.
Fir c) argumentiert man dhnlich.

Seien nun f € A und g € B. Da nach der 1. Behauptung f,g € H'(R) sind, kann man

Lemma 8.2 anwenden und erhilt

t

(0% g) = fim_ (f,eHle™Holgy = lim [ (f,eiHs = Hosg)as 4 (1)
0

=i lim fq(e —iHsg o =1Hod )y g5 4 (£, g). (8.9)

t— — oo

Um das uneigentliche Integral als Abelschen Limes schreiben zu kénnen, bendtigt man

die 2. Behauptung :

Es ist gle H(-)p o —iHo(")

f,e g) in R beschrinkt.

Beweis :

Es ist nach Lemma 8.3 ¢) mit einem geeigneten ¢ > 0

lq(e—z‘Htf,e—z’Hotg)lSC"e—z'Htf";O "e—iHotg"ZO (t R).



Sei 7+ 1 untere Schranke von k. Dann ist mit dem Funktionalkalkiil

” e~ Hoty "20 = J(E — ) d(e ™ Hotg, pye—iHot )
R

—iHgt —iH,t
= [(B—) die ™ Holg,e = Holpyg) = g,
5 :
Wegén der Aquivalenz von || || ho und || || ;, (Lemma 8.3 b) ) kann man mit dem

analogen Argument auch die Beschranktheit des anderen Faktors begriinden.
Mit der 2.Behauptung und [S, Lemma V.I] folgt also aus (8.9)

-0

(f,0%g) =i lim j gle ~Hsg cHos gy ges gy (o) (8.10)
¢]

Mit Hilfe von Satz 7.3 148t sich das Integral weiter umformen:

ZJ ‘J(e;iHSf,e‘iHO'sg) e ds = ZJ ‘I(Fz*e_i(')SFZf,e_iHosg) e®S ds
0

o

-0

_ Jdst:cQ(x)(JdE¢§(x,E)e—iE3F§f(E)+¢§(w,E)e“iEstf(E))><
0 R M

-

x(e ™ Ho%g)(a) e, (8.11)
wobei sich im letzten Schritt wegen F 3 f € CF° (M) die Gleichung (7.11) verwenden lie8.

Um nun den Satz von Fubini anwenden zu kénnen, fiberlegt man sich zunichst, daf mit

Korollar 7.4 und wegen des kompakten Trigers von F | g gilt

le B iHOSQ(:E)' =‘ IdE (u_ (z,E)e " *ESF_g(E)+u, (z,B)e ™ iESFJrQ(E))l
M

s( sup <|u_<w,E)|>J|F_g|)< sup  (Juy (@ E)) J1F+g|),

z€R,E € supp (F.g) z€R, E € supp (F _9)
M + M

dh. es ist ¢ ~ Hol" )g( +) beschrankt. Da weiterhin gelten Q € L'(R),



b3 € LOO(RX supp (Fif)), ee( ) €L((—00,0]) und FZfe Co (M) C LNM), ist der
Integrand von (8.11) in L'(( — 00,0] x R x M), und es folgt

i| ale—H3f,e ™ Hosg) ees g =

0

-0

[4E [z [ ds P2 £(E) Q(a) (e“i(Ho‘(E ‘if))sg)(}z)) v (z,E) +
M R

o

i
=3

+# JdE J dx_fods F2f(E) Q(z) (e —i(Ho— (B - Z"5))3“61)(vc)> vi(@E).  (8.12)
R 0

s

Um das innere Integral auszurechnen, verwendet man wieder Korollar 7.4 :

—J' i (e —i(Hy—(E— ze))sg)(x)) _

0

=—9°dsjdx(u (@ Ne T EZiOsE_ 0w, (g 2)e " A (E-ie)sp )

0 M

3 ( —rds e (A= (E~ ie))s) (u (2, NF _g(A\) +uy(z,\)F g(/\))

0

g&

= JdA _Z.(A_l(E_ie)) (v @NF _gN) +u (2, )F , g(V)
M

= —i(Ry(E —i€)g)(z) = —i J R§ (2,9, E —ie)g(y)dy
R

= —i[ R (2,5, B +ie)g(y)dy (=€),
R

wobei im zweiten Schritt wegen uy € L"(Rxsupp (F.g)), ) € L'(( — 00,0]) und
F.g€Cq(M)C L (M) der Satz von Fubini angewendet werden durfte, und im letzten
Schritt die Gleichung (7.5) fiir den Kern des Adjungierten der Resolvente verwendet
wurde. Damit ergibt sich aus (8.12) und (8.10)
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dz [dy F2 f(E) Q(z) RE (2,9, E +ie) o(u) ¥ (5, E) +
R

Il
5l
3

-~
PESH
53
—

[ W

=

A

&ﬁ ligngE de fdy F3 f(E) Q) R$ (2,y, E +i€) g(y) ¥ 3 (z, E).
| M R R
Nun soll der Grenzwert gebildet werden. Satz 6.4 1) liefert punktweise Konvergenz und
die Beschrinktheit von RZ. Mit Fif eCo(M)C L'(M), Q,g€L'(R) und
b3 e L“(R x supp (F3f)) kann man den Satz iiber majorisierte Konvergenz und

anschliefend den Satz von Fubini anwenden:

(£,.9%9)~(f,0) == |45 UL dy ﬂde F2 f(E) 9(y) Q@) R (2,4, B) 2 (=,B) +

+‘¢§=7r f iE J dy j dz Fz f(E) g(y) Q(z) R& (2,9, E) ¥ 2 (z, E).
M R R

Mit der LSGL (Satz 7.1 a) ) folgt

(1,079~ (f,9) =7 [4E ULdy(FH(E) o) (W E) - 2 (5 E))+

+ FIF(E) 9(y) (s (0, B) -3 (v, E))).

_ J(Fif (F_g—F2g)+F3f(F,g—F3g)
=(F?f,Fg)—(FZf,F2g)

Mit der Bemerkung am Anfang des Beweises ist alles gezeigt. g
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